
Méthode QR

1 Résultats du plan (admis)

1.1 Factorisation QR par Gram-Schmidt

Proposition 1. [Cia] (factorisation QR) Soit A ∈ GLn(C). Il existe

d’uniques matrices Q unitaire et R triangulaire supérieure à diagonale > 0 telles

que A = QR.

Remarque 2. En pratique, à cause des erreurs d’arrondis, le procédé d’or-

thonormalisation de Gram-Schmidt donne des résultats désastreux pour déter-

miner la factorisation QR d’une matrice. On lui préférera donc la méthode de

Householder (cf. [Cia]).

1.2 La décomposition QR est un homéomorphisme

Théorème 3. Soit T +
n,>0(R) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures

à diagonale > 0. La décomposition QR réalise un homéomorphisme entre

Un(C) × T +
n,>0(R) et GLn(C).

Preuve. L’application (Q, R) 7→ QR est continue par continuité du produit matri-
ciel, et bijective par ce qui précède. Il reste à démontrer que l’application inverse est
continue. Soit (Ak)k∈N une suite de matrices inversibles, Ak = QkRk, convergeant
vers A = QR ∈ GLn(C). Puisque Un(C) est compact, il existe une extraction φ et
Q̃ ∈ Un(C) telle que Qφ(k) −−−−→

k→∞
Q̃. Alors, Rφ(k) −−−−→

k→∞
R̃ := Q̃−1A, puis A = Q̃R̃.

La matrice Q̃ est unitaire, et R̃ est triangulaire supérieure à diagonale ⩾ 0 a priori.
Sa diagonale est en fait > 0 car A est inversible. Par unicité de la décomposition,
on a Q̃ = Q et R̃ = R. En effectuant le même raisonnement avec une suite extraite
quelconque, on démontre que les suites (Qk)k∈N et (Rk)k∈N admettent pour uniques
valeurs d’adhérences Q et R. Ces suites étant bornées, elles convergent vers ces ma-
trices.
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Définition 4. Soit A ∈ Mn(C). On définit la suite{
A1 = A
∀k ∈ N∗, Ak+1 = RkQk

où Ak = QkRk est la factorisation QR de la matrice Ak : Qk ∈ Un(C) (ou

On(R) si A est réelle), Rk triangulaire supérieure avec des coefficients > 0 sur

la diagonale.

Théorème 5. [Cia] (méthode QR) Soit A ∈ Mn(C) inversible dont les

valeurs propres sont toutes de modules différents |λ1| > · · · > |λn| > 0. On peut

alors écrire A = PΛP −1 avec Λ = diag(λ1, . . . , λn). Supposons que la matrice

P −1 admette une factorisation LU . Alors, la suite (Ak)k⩾0 définie en 4 vérifie :{
∀i ∈ J1, nK, (Ak)ii −−−−→

k→∞
λi,

∀1 ⩽ j < i ⩽ n, (Ak)ii −−−−→
k→∞

0.

Idée de la preuve –

Lemme 6. Pour tout k ∈ N, on a Ak+1 = Q∗
kAQk avec Qk = Q1 . . . Qk.

Preuve. Pour tout k ∈ N, on a

Q∗
kAQk = Q∗

k

(
Q∗

k−1AQk−1
)

Qk

et
Ak+1 = RkQk = Q∗

kQkRkQk = Q∗
kAkQk.

Les suites (Ak+1)k∈N et (Q∗
kAQk)k∈N vérifient donc la même relation de récur-

rence. Comme leur premier terme (k = 0) vaut A, elles sont égales.

On est donc amené à étudier le comportement asymptotique de la suite (Qk)k⩾1.
On remarque tout d’abord que ces matrices interviennent dans la décomposition
QR des puissances de A :
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Lemme 7. Pour tout k ∈ N, on a Ak = QkRk avec Rk = Rk . . . R1.

Preuve. Pour tout k ∈ N,

Qk+1Rk+1 = Q1 . . . Qk+1Rk+1 . . . R1 = Qk Ak+1︸ ︷︷ ︸
=Q∗

k
AQk

Rk = AQkRk

et Q0R0 = I, donc QkRk = Ak.

L’idée est d’obtenir une autre factorisation QR des puissances de A, puis d’utili-
ser l’unicité de la décomposition QR afin d’obtenir des expressions agréables des
Qk.

Autre expression des Qk – On peut écrire P = QR, P −1 = LU . Alors, puisque
A est inversible, on a, pour tout k ⩾ 1,

Ak = PΛkP −1 = QRΛkLU = QR
(
ΛkLΛ−k

)︸ ︷︷ ︸
=Mk

ΛkU

avec

Mk =
(
(λi/λj)kLij

)
1⩽i,j⩽n

=


1 0 . . . 0

(∗)
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
(∗) . . . (∗) 1


avec (∗) −−−−→

k→∞
0 car pour tout i > j, on a

∣∣∣∣ λi

λj

∣∣∣∣ < 1. Ainsi, RMk −−−−→
k→∞

R ∈

GLn(C). Puisque GLn(C) est ouvert dans Mn(C), on peut supposer que pour
tout k ∈ N, la matrice RMk est inversible, donc admet une décomposition QR
que l’on note

RMk = Q̃kR̃k. (2.1)

Comme la décomposition QR est un homéomorphisme cf. plan, on a Q̃k −−−−→
k→∞

In et R̃k −−−−→
k→∞

R

Finalement, pour tout k ⩾ k0,

Ak = (QQ̃k)︸ ︷︷ ︸
unitaire

(R̃kRΛkU)︸ ︷︷ ︸
T +

n à diagonale ⩾0

= QkRk,

donc il existe Dk = diag(d(k)
1 , . . . , d

(k)
n ) avec, pour tout 1 ∈ J1, nK, |d(k)

i | = 1,
telle que Qk = QQ̃kDk.

Fin de la preuve – Pour tout k ⩾ k0,

Ak+1 = Q∗
kAQk = D∗

k Q̃∗
k(RλR−1)Q̃k︸ ︷︷ ︸

=(♮)

Dk,

avec

(♮) −−−−→
k→∞

RΛR−1 =


λ1 (∗) . . . (∗)

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . (∗)
0 . . . 0 λn


car R est triangulaire supérieure. Ainsi, pour tout i ∈ J1, nK,

(Ak+1)ii = (D∗
k)ii(♮)ii(Dk)ii = |d(k)

i |2︸ ︷︷ ︸
=1

(♮)ii −−−−→
k→∞

λi.

De même, pour tous i > j, (Ak+1)ij −−−−→
k→∞

0, ce qui achève la preuve du théo-

rème.

Remarques

— Convient pour les leçons 148, 149, 226.

— Les éléments (Ak)ij pour i < j convergent en module vers ceux de RΛR−1.

— Si plusieurs valeurs propres ont le même module, alors sous l’hypothèse d’une
factorisation LU "par blocs" de P −1, les Ak ont une allure limite triangulaire
supérieure par blocs.
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