LECON 209 : APPROXIMATION D’UNE FONCTION PAR DES FONCTIONS REGULIERES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

1 Théorémes de Weierstrall et de Stone-| 1.2 Généralisation : le théoréme de Stone-Weierstrafl

Weierstrafl DEFINITION 4. Soit X un espace métrique compact. Pour K = R ou C, on note
1.1 Théoréme de Weierstrafl et conséquences C¥(X) I'espace des fonctions continues de X vers K, muni de la norme uniforme
THEOREME 1. [GoU| (THEOREME DE BERNSTEIN) Soit f : [0,1] — C. Pour
(Goul ( ) Solt £ 0,1] 1711 = sup [£(x)].
x

tout n € N, soit

n
B, :xz€][0,1] — Z f (fb) (Z) zF(1 — )"k, DiriniTioN 5. [HL] Soit A une sous-algébre de C*(X). A est dite
k=0
— séparante si pour tous z,y € X distincts, il existe h € A telle que h(z) #

h(y),

La suite de fonctions polynomiales (B, ),ecn converge uniformément vers f sur
[0, 1].
— auto-conjuguée si pour toute h € A, ona h € A.

COROLLAIRE 2. [Gou| (THEOREME DE WEIERSTRASS) Toute fonction conti-

L ; K
nue f : [a,b] — C est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polyno- TugorEME 6. [HL] (Stone-WeiersTRAss) Toute sous-algébre de CH(X)

séparante, auto-conjuguée, et contenant les fonctions constantes, est dense dans

C*(X).

miales.

THEOREME 3. [Goul, PROBLEME 22| (THEOREME TAUBERIEN FORT) Soit

1 ExXEMPLE 7. [HL] L’ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans C est dense
(@n)nen € RN tellequea, = O () On suppose que la série entiére Y a, 2" [HL] nsem HCHIONS Hpsehibzientt . n
n—00 n

dans C¢(X).
est de rayon de convergence R > 1, et que " (X)

s REMARQUE 8. On retrouve le théoréme de Weierstrafl, ainsi que le théoréme
Z apr” —— 0.

. r—1— de Fejér qui sera énoncé plus loin.
n—

Alors, la série E an converge, et sa somme est nulle.




2 Convolution et régularisation

2.1 Translations
DEriNiTION 9. [ELA] (TRANSLATION) Fixons p € [1,40c]. Pour tout a € RY,

la translation par a sur LP(R?) est I’application

T ¢ LP(RY) —  LP(RY)

LEMME 10. L’ensemble Etc(Rd) des fonctions étagées a support compact est

dense dans (LP(R?), [|-||,)-

PRroPOSITION 11. [ELA] (CONTINUITE DES TRANSLATIONS) Sip < 400, pour

toute fonction f € LP, on a |7, f — f|l, Py 0.
a—

REMARQUE 12. Le résultat est faux pour p = +oo : considérer par

exemple l'indicatrice d’un intervalle borné.

2.2 Produit de convolution
DEFINITION 13. (PRODUIT DE CONVOLUTION) Soient f,g : R* — C

mesurables. Lorsque cela est bien défini, on appelle convolée de f et g la fonction

f*g:xHAdf(m—t)g(t)dt.

On dit alors que f et g sont convolables.

ProposITION 14. [HL] Soient f € LP(RY), g € LI(RY) avec p, q exposants

conjugués. Alors, f * g définit une fonction uniformément continue, bornée, et

1F# gllee < I/ lIollglla-

THEOREME 15. [HL] (INEGALITE DE YOUNG) Soient p,q,r € [1,400] tels
que

1

1 1
—+-=1+
P g

;.
Soient f € LP(R?), g € LY(R?). Alors, le produit de convolution
frgeL"(RY)

et [[f*gll» <[ fllpllgllq-

PROPOSITION 16. (supporT) Si f et g sont convolables, alors

Supp(f * g) C Supp(f) 4+ Supp(g).

ProposITION 17. [BRE| Si f € C*(RY) avec k > 1, et si g € L}, (RY), alors

loc

f*xge C”’“(R”l)7 et

Va e N |a| <k,0%(fxg) =0°f *g.

2.3 Approximations de 'unité
DEFINITION 18. On appelle approximation de l'unité toute suite
(prn)nen € LY (RN telle que

1. VneN, p, >0,

2. Vn e N,

[ et
Rd

n— oo

/ pn(z)dr —— 0.
(B

ExEMPLE 19. [BRE| Fixons p € C2°(R?) & support dans B(0, 1). Pour tout n € N*,

soit py, : z = nep(nx). Alors, (p,)nen est une approximation de 1'unité.



PROPOSITION 20. Soit f : R — C uniformément continue bornée (resp.
LP), et soit (pp)nen une approximation de 1'unité. Alors, (f * p,)nen converge

uniformément (resp. dans L?) vers f.

CororLLAIRE 21. [ELA] La transformée de Fourier F : L*(R) — Cp(R) est

injective.

COROLLAIRE 22. C>(R?) est dense dans (LP(RY), ||-||,,) pour tout p €

[1, +o0].

COROLLAIRE 23. Si f € L}, (R?) vérifie

loc
Yo e C2(RY), [ f(z)p(z)dz =0,
Rd

alors f = 0.

3 Bases hilbertiennes de fonctions réguliéres

3.1 Polynémes trigonométriques

On se place dans L2 = L?([—m, 7)) muni du produit scalaire

(f.9)= L f(t)g(t) dt.

o).

PROPOSITION 24. Pour tout n € Z, soit e, : © — ™. L’espace des
polynémes trigonométriques Vect{e,,n € Z} est dense dans (L3, |||l2). La

famille (e, )nez est donc une base hilbertienne de L2_.

DEFINITION 25. Pour tout f € L et pour tout n € Z, le n®™ coefficient

de Fourier de f est
1 T
Cn(f) Py

T o o

ft)e ™t de.

REMARQUE 26. Si f € L3, c,,(f) = (f,en).

PRroPOSITION 27. [ELa] (RIEMANN-LEBESGUE) Si f € L . c,(f) — 0.
n— oo
DEFINITION 28. Pour tout N € N, on définit la N®"® somme partielle de

la série de Fourier de f comme

N

Snf = Z cn(f)en.

n=—N

THEOREME 29. (ParsevAaL) Soit f € L2 .Ona
HSnf - fH2 > 0,
n—oo

et

113 =D lea(h)I%.

nez

THEOREME 30. f € CY_est C! par morceaux, (S, f)nen converge nor-

malement vers f.

THEOREME 31. (EQUATION DE LA CHALEUR) Soit ug : [0,L] — R
continue, C'! sur 0, L[, telle que uo(0) = ug(L) = 0. Alors, le probléeme

Opu — 0%u =0 sur Q = R x]0, L],
u(-,0) =u(-, L) = 0sur Ry,
u(0, ) = ug sur [0, L].

admet une unique solution u € C°(Q) NC?(Q), ot1 Q = R x [0, L]. On a méme

u € C™(Q).



3.2 Noyaux trigonométriques
DEFINITION 32. (vovau pE DiricHLET) Pour N € N, le N®™ noyau

de Dirichlet est

N
DN = E [
n=—N

T
o

DerFINTTION 33. [ELA] (Novau pE FEJER) Pour N € N*, le N®¢ noyau de

Féjer est

FN:%ZDW

N
n
PROPOSITION 34. Pour tout n € N*, Fiy = Z (1 _ |N|> en.
n=—N

ProrosiTiON 35. [ELA| (Fn)nen+ est une approximation de 1'unité

1
dans Lj,.

DEFINITION 36. (somMEs DE FEJER) Pour N € N* la N® somme de

Fejér de f € L3 est

1Nfl N ‘n|
oNf:FN*f:NZSnf: > ( —N)cn(f)en.
n=0

n=—N

THEOREME 37. (THEOREME DE FEJER)

1. Soit f € CY.. Alors, o, f € CY. avec ||onflloo < ||flloos €t |lonf —

Hlloe 2520

2. Soit f e LY ,1 < p < oo. Alors, o, f € Lb_ avec ||on fll, < ||f]lp, et

lonf = fllp —= 0
n—00

COROLLAIRE 38. Soient f € CY_, xg € R.
1. S’il existe £ € C tel que Sy f(xo) = £, alors £ = f(xo).
— o0

2. Si f,g € CY_ (resp. L}, ) vérifient
Vn € Z,cn(f) = cnl9),

alors f = g dans C9_ (resp. L3.).

3.3 Polyndémes et fonctions de Hermite

PROPOSITION 39. Soit w : R — R% . L’espace

L2 = {f mesurable, / |f(2)Pw(z)dz < +oo}
R




muni du produit scalaire
(1) = [ () ds
est un espace de Hilbert.
DEFINITION 40. [ELall Pour tout n € N, le n®™ polynéme de Hermite est
H,:x~ (—1)"6'7”2D" (6_12)

d
1D =—.
ou dx

PROPOSITION 41. [ELA]
1. VneN, H,11 = (22 — D)H,.

2. Vne N, DH, =nH, .

ProposITION 42. [ELAl (H,),en est orthogonale et totale dans L?2,.

ProrosiTioN 43. [HiLB| Pour tout n € N, on définit h, : = —

e’ /2H, () la n®™° fonction de Hermite. Alors,
1. Vn €N, (=D? + 2%)h,, = (2n + 1)h,,.
2. Vn e N, F(hy) = (—i)"V27h,,.

Ainsi, les h,, diagonalisent 'opérateur associé a 'oscillateur harmonique

quantique 1D, et la transformée de Fourier F : L?(R) — L?(R).

Remarques

— On peut évoquer le théoréme de Miintz... mais il est assez exotique, et pas vrai-
ment utile en pratique.

— 11 faut bien expliquer pourquoi on définit les approximations de I'unité (absence
d’élément neutre dans L' muni de *).

— Expliquer pourquoi on introduit le noyau de Fejér (probléme de convergence
ponctuelle avec les séries de Fourier).
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