LECON 158 : MATRICES SYMETRIQUES REELLES, MATRICES HERMITIENNES.

1 Définitions et premiéres propriétés
DEFINITION 1. (MATRICE SYMETRIQUE, MATRICE HERMITIENNE) On dit que
A € M, (R) (vesp. #,,(C)) est symétrique (resp. hermitienne) si ‘A = A (resp.
A*:= A = A). On note .7, (R) (resp. 7,(C)) 'ensemble de ces matrices.

EXEMPLE 2.

[; ;] € 7 (R) et [12. l] € #4(C).

PROPOSITION 3. [GOU2, PAGE 229]

n(n—&—l).

1. 7, (R) est un R-espace vectoriel de dimension 5

2. #,(C) est un R-espace vectoriel de dimension n?.

PROPOSITION 4. PAGE 229

1. Mp(R) = 0(R) & Hp(R).

ot #,(R) = {A € M,(R), tA=—A}.

2 Reéduction et action par congruence

2.1 Formes quadratiques, formes quadratiques hermitiennes
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, avec K = R ou C.

DEFINITION 5. [GOU2] PAGE 228| (FORME BILINEAIRE SYMETRIQUE, FORME
SESQUILINEAIRE HERMITIENNE) Soit K =R (resp. C). Une forme ¢ : Ex E —

K est dite bilinéaire symétrique (resp. sesquilinéaire hermitienne) si

1. Vo,y,z € ENVA € R, p(Az +y,2) = dp(z, 2) + ¢(y, 2).

2. Vo,y € E,¢(x,y) = oy, z) (resp. o(z,y) = ¢(y, )).
Dans la suite, on fixe ¢ une telle forme.
DEFINITION 6.

0oU2l, PAGE 229] (ECRITURE MATRICIELLE) Si B =

(e1,...,en) est une base de E fixée, la matrice de ¢ dans la base B est
A= Matg(p) = (p(ei, €;))1<ij<n-

On a A € .7, (R) dans le cas réel, A € %,(C) dans le cas complexe. Alors, pour
tous z,y € F, sil'on note X, Y les vecteurs colonnes de leurs coordonnées dans

B,onap(r,y) = ' XAY siK=R, p(x,y) = X*AY siK =C.

DEFINITION 7. [GouU2, PAGE 229] (FORME QUADRATIQUE, FORME QUA-
DRATIQUE HERMITIENNE) Lorsque K = R (resp. K = C), une forme qua-
dratique (resp. forme quadratique hermitienne) est une application de la forme

qg:x € E— ¢x,z) € K, ol ¢ est une forme bilinéaire symétrique (resp.

sesquilinéaire hermitienne).

PRrROPOSITION 8. [GOU2, PAGE 229] (FORMULES DE POLARISATION) Si ¢ est
une forme quadratique (hermitienne) sur E, il existe une unique forme bilinéaire

symétrique (resp. sesquilinéaire hermitienne) ¢ telle que
V€ E,q(z) = o(z, ).

 s’appelle la forme polaire associée a ¢, et on a, pour tous z,y € E,

1
1. o(z,y) = Z(q(m +y) — q(z —y)) dans le cas réel,



1
2. p(x,y) = E(Q(Jc—l—y) +q(x—y)+q(x—iy) —q(z+1iy)) dans le cas complexe.

EXEMPLE 9. (71,72) — 327 + 22172 — 73 est une forme quadratique sur R?, et sa

|

2.2 Réduction de Gauf} et signature

matrice dans la base canonique est

ProPoOSITION 10. [GoU2,, PAGE 229] (CHANGEMENT DE BASE) Deux ma-
trices A, A" € 7, (R) (resp. %,(C)) représentent la méme forme ¢ dans des
bases B, B’ si et seulement si elles sont congruentes, i.e. il existe P € GL,(R)
(resp. GL,(C)) telle que A’ = ‘PAP (resp. A’ = P*AP). Alors, P = Matg(B')

est la matrice de passage de B a B'.

THEOREME 11. [GoU2, PaAGEs 229 ET 230] (REDUCTION DE GAUss) Soit
A € S (R) (resp. #,(C)). Il existe P inversible telle que *PAP (resp. P*AP)
soit de la forme

diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—_—— ——

s fois t fois

EXEMPLE 12. [Gou2| Dans R3, la forme quadratique
q(z,y,2) = 2* —2° + z2 4 Y2
se réduit sous la forme
Z\2 NG 2 \? 2 \?
z,Y,2) = x+7)— 2—) —<>
q(z,y,2) ( 5 ( VT30 o

THEOREME 13. (LOoI D’INERTIE DE SYLVESTER) Les entiers s et ¢

définis ci-dessus sont entiérement déterminés par g. Le couple (s,t) s’appelle la

I signature de A et r = s+t est le rang de A.

ProposiTiON 14. [H2G2| Deux matrices symétriques ou hermitiennes sont

congruentes si et seulement si elles ont méme signature.

DEFINITION 15. [GoOU2|, PAGE 234] (MATRICE POSITIVE, DEFINIE POSITIVE)
Une matrice A € .7, (R) (resp. 54,(C)) est dite positive si pour tout z € R”
(resp. C"), 'zAz > 0 (resp. z*Az > 0). On note alors A € Z,F(R) (resp.
A € #,7(C)). Si de plus, I'inégalité est stricte pour tout x # 0, on dit que A est

définie positive, et on note A € 7T (R) (resp. A € A+ (C)).

PROPOSITION 16. PAGE 234] Une matrice A € .7, (R) (resp. %,(C))

est positive (resp. définie positive) si et seulement si sa signature est de la forme

(s,0) (resp. (n,0)).

ProrosITiON 17. [GoU2| Une matrice symétrique réelle est (définie) positive
si et seulement si ses mineurs principaux Ay = det(a; ;)1<i j<k, K € [1,n] sont

(strictement) positifs.

ProPoOSITION 18. [Gou2), paGE 231] Si A € T (R) (resp. #,7*(C)), 'ap-
plication z — Vtz Az (resp. Va*Ax) définit une norme euclidienne (resp. her-

mitienne) sur K”.

3 Théoréme spectral et conséquences

3.1 Endomorphismes autoadjoints

ProposiTION 19. [GoU2| (apJoINT) Soit E un espace euclidien (resp. her-

mitien) de dimension finie. Pour tout f € £L(E), il existe un unique f* € L(E),



appelé adjoint de f, tel que

Ve,y € B, (f(x),y) = (, [*(y))-

DEFINITION 20. [Gou2| f € L(F) est dit autoadjoint si f* = f.

ProposITION 21. [GouU2| Si F est euclidien (resp. hermitien), f € L(E) est
autoadjoint si et seulement si sa matrice dans une (ou dans toute) base ortho-

normée est symétrique (resp. hermitienne).

3.2 Théoréme spectral

DEFINITION 22. Une matrice P € .#,(R) (resp. .#,(C) est dite orthogonale

(resp. unitaire) si *PP = I, (resp. P*P = I,,).

THEOREME 23. (THEOREME SPECTRAL) Soit A € Z,(R) (resp.
,,(C)). 1l existe une matrice P orthogonale (resp. unitaire) telle que P~1AP

soit diagonale réelle.

COROLLAIRE 24. Si A est symétrique (resp. hermitienne), ses valeurs propres

sont réelles, et on a
1. Ae ZF(R) <= Vp(A) C Ry (resp A € #,7(C) < Vp(4) C R;).

2. Ae ST (R) <= Vp(A) C Ry (resp. A € #, (C) < Vp(4) C
R%).

THEOREME 25. [Gou2, PAGE 241] (ORTHOGONALISATION SIMULTANEE)
Soient A, B € %, (R) (resp. 74,(C)) telle que A soit définie positive. Alors,
il existe P inversible et D diagonale réelle telles que *PAP = I,, et {PBP = D

(resp. P*AP =1, et P*BP = D).

DEFINITION 26. (eLuipsoine) Pour A € 7T (R), on appelle ellip-

soide associé & A I’ensemble

Ya={zeR" ‘'zAzr<1}.

PROPOSITION 27. Pour toute matrice A € . (R), ellipsoide ¥4 est
compact, donc de volume vol(X 4) fini, et 'application A € . (R) —

vol(X 4) est strictement convexe.

THEOREME 28. [ALES| (ELLIPSOIDE DE JOHN-LOEWNER) Soit K C
R"™ un compact d’intérieur non vide. Alors, il existe un unique ellipsoide

contenant K, centré en 0, de volume minimal.

3.3 Théoréme de Courant-Fischer et quadriques

THEOREME 29. [CiaAl, PAGE 12| (THEOREME DE COURANT-FISCHER)
Soit A € A, (R) (resp. A € #,,(C)) une matrice symétrique (resp. hermi-
tienne), et soient Ay < ... < A, ses valeurs propres (réelles), avec d’éven-
tuelles répétitions. Alors, pour tout 1 < k < n, si 'on note G, 'ensemble

des sous-espaces vectoriels de R™ (resp. C™) de dimension k,

) (Az, x) ) (Az, )
)\k = min max TP = max min TR
WeGy zew\{o} |z||3 WeGr_1 zlWa#o  |z||3




e
CoroLLAIRE 30. [SER) pace 33] Soient H € 5,_1(C), z € C"! et !

a € C. Notons A\; < ... < A,_1 les valeurs propres de A, et 1 < ...y

[t ) WSS

Alors, 1 < A1 < ooo < ptp—1 < A1 < pUy- dessin es

celles de la matrice

3.4 Homéomorphismes remarquables
CoroLLAIRE 31. [Cia] Notons \1(A) < ... < A\, (A) les valeurs propres d'une
THEOREME 33. L’exponentielle matricielle induit un homéomorphisme entre
matrice A symétrique ou hermitienne. Alors, pour tout k € [1,n], pour toutes
Sn(R) et T (R), ainsi qu'entre 57, (C) et £, (C).
matrices A, B symétriques ou hermitiennes,

Ak(A4) = A(B)| < (1B — All2, LeEMME 34. Pour toute matrice A € .7 (" (R) (resp. A, (©)), il

: : : +(+) +(+)
ol [|-]|2 est la norme subordonnée a la norme euclidienne (resp. hermitienne) existe une unique matrice B € S (R) (resp. 4" (C)) telle que

2 _
usuelle sur K™. B- = A.

THEOREME 35. [H2G2] (DECOMPOSITION POLAIRE) La multiplication

matricielle induit des homéomorphismes

COROLLAIRE 32. [Rou| (DIRECTIONS PRINCIPALES D’UNE QUADRIQUE) Soit

++
g une forme quadratique définie positive sur R™, et soit A sa matrice dans la On(R) x #" (R) = GLu(R)

base canonique, de valeurs propres 0 < A; < ... < A,. Soit {e1,...,e,} une ot

base orthonormée de vecteurs propres de A. Considérons la quadrique Un(C) x A+ (C) = GLo(C)

Q={zeR", q(x)=1}

={r eR", 'zAr=1}.

CoROLLAIRE 36. [H2G2] Tout sous-groupe compact de GL, (R) conte-

nant O, (R) est égal & O, (R).

1 1
Les extrema de la norme euclidienne ||-|| sur @ sont ——= et ——, atteints res-

VA Ve

. €1 €n
pectivement en —— et

VAL VA




4 Calcul différentiel, nature des points critiques

DEFINITION 37. PAGE 146| (MATRICE HESSIENNE) Soient U C R™ un
ouvert et f : U — R de classe C?. La matrice hessienne de f en un point a € U

est la matrice

D?f(a) = (9; fi(a))1<1,j<n-

PRrOPOSITION 38. Par le lemme de Schwarz, on a D? f(a) € .7, (R).

PRrROPOSITION 39. [Cia] On suppose U convexe et f de classe C? sur U.
1. f est convexe si et seulement si pour tout a € U, D?f(a) € ., (R).

2. Sipour tout a € U, D?f(a) € ., (R), alors f est strictement convexe.

EXEMPLE 40. Soient A € .7, (R), b € R". La fonctionnelle
1
Jix— i(Ax,x) — (b, x)

admet A pour hessienne en tout point, donc est strictement convexe sur R"™.

ProprosITION 41. [RouU| (LEMME DE MoRSE) Soient U C R"™ ouvert conte-
nant 0, f : U — R de classe C3. On suppose que 0 est un point critique quadra-
tique non dégénéré de f : ds(0) = 0, et D?f(0) est non dégénérée, de signature
(p,n —p). Alors, il existe un difféomorphisme de classe C'! entre deux voisinages

de 0 dans R™, noté ¢ = (¢1,...,¢0n) : V= W, tel que

Ve eV, f(x) = f(0) = e1(2)* + - + 0p(2)® — 0pr1(x)® — - — n(z)?.

dessins

5 Reésolution de systémes linéaires

5.1 Méthode du gradient a pas fixe

Soient A € .77 (R) de valeurs propres 0 < \; < ... < A\, b€ R™, et

J:zeR"— %(A:r,x) — (b, ).

LEMME 42.
1. Pour tous u,v € R™, (V;(v) — Vy(u),v —u) = A\i||v — ul?.

2. Pour tous u,v € R", ||V (v) — V()] = ||A(v — w)|| < Anllv —ul.

THEOREME 43. [CiAl, PAGE 191| (CONVERGENCE DE LA METHODE DU GRA-

DIENT A PAS FIXE) La fonctionnelle J admet un unique minimiseur u* € R"”,

2)\
BVE

[, la suite (uy)ren définie par
n

caractérisé par Au* = b, et pour tout 7 € ]O,

ug € R™,
Vk € Ny ug1 = up — 7V 5 (ug),

converge vers u* & vitesse géométrique : il existe C = C(A) > 0 telle que pour
tout k € N,

[up 1 = u™l| < Cflug —u|].

5.2 Factorisations LU et de Cholesky
THEOREME 44. PAGE 83| (rFacTORIsaTION LU) Soit 4 € 7+ (R).
Alors, il existe un unique couple (L, U) de matrices tel que U soit triangulaire

supérieure, L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et A = LU.

THEOREME 45. PAGE 83] (FACTORISATION DE CHOLESKY) Soit A €
L (R). 1l existe une unique matrice B triangulaire supérieure a diagonale > 0

telle que A = ‘BB.




3 [Gou2| Xavier GOURDON, Les maths en téte, Algébre, ellipses, 1999.

) i : n®
Proposirion 46. [CIa] La méthode de Cholesky nécessite de l'ordre de 6 [H2G2] Philippe CALDERO, Jérome GERMONI, Histoires hédonistes de groupes et de

3 2 L
n n
additions, — multiplications, — divisions, et n extractions de racines carrées, géométries, tome 1, Calvage & Mounet, 2013.
6 2 n3 |[Rou| Frangois ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel, Cassini, 2009.
ce qui la rend plus avantageuse que la méthode du pivot de Gauf (3 additions, [Ser| Denis SERRE, Les matrices, Dunod, 2001.

3 2
n n
T multiplications, = divisions) pour résoudre Az = b avec A € ., T(R).

Remarques

— Pour la réduction de Gauf}, la forme énoncée dans [Gou2| est sur un corps quel-

conque! Mais dans R ou C, tout le monde est un carré ou 'opposé d’un carré.
s+t

T S
Ainsi, la forme réduite Z \i|z:|? devient Z iz ? — Z \i|zi|? avec s+t = 7.
i=1 i=1 i=s=1
Cette remarque est faite au moment d’énoncer la loi d’inertie de Sylvester dans
[Gou2|, mais on peut la faire avant pour la le¢on.

— Une norme ||-|| sur K™ est euclidienne si et seulement si elle vérifie 'indentité du
parallélogramme :

Vo,y €K™, lz +yl® + llz =l = 2 (Il + llyl1*) -

— ZFH(R) (resp. #, T (C)) est orbite de I,, pour I'action de congruence.

— [H2G2] En dimension 1, la décomposition polaire dans le cas complexe exprime
I"unicité de I’écriture d'un nombre complexe z # 0 sous la forme pe?? avec p > 0
et 0 € R modulo 27, d’ot le terme "décomposition polaire".

— Interprétation géométrique du théoréme de Courant-Fischer : 'entrelacement
des longueurs des demi-axes principaux lorsqu’on coupe un ellipsoide par un
plan (la section obtenue est une ellipse).

— [Cia] Dans la méthode du gradient, pour un pas 7 fixé, la constante C' optimale
vaut ||Id — 7Al|2 = max{|1 — 7A1],|1 — 7An|}. On en déduit que le meilleur pas
2

ossible est 7,,; = ————. dessin
p opt )\1 ¥ /\n

— L’hypothése minimale pour que A admette une décomposition LU est que tous
ses mineurs principaux soient inversibles. Si A € .7 (R), cette condition est
vérifiée.
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