Lecon 158 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

Soit K = R ou C et E un K-espace vectoriel.
1 Matrices symétriques et hermitiennes

1.1 Définitions et premieres propriétés
Définition 1 Une matrice A € M,(R) est dite symétrique (resp. anti-

symétrique) si ‘A = A (resp. 'A = —A). On note S,(R) (resp. A,(R))
Pensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) réelles.

Définition 2 Une matrice A € M,,(C) est dite hermitienne si ‘A = A. On
note H, (C) 'ensemble des matrices hermitiennes.

) est symétrique. La matrice <—Oz é) est her-

Exemple 3 La matrice <(1) (1)

mitienne.
Proposition 4 On a M,(R) = S,(R) ® A,(R) et H,(C) = S,,(R) ®iA,(R).

Proposition 5 On a dim(S,(R)) = w et dim(A,(R)) = @ On a

dimg (H,(C)) = n.
Remarque 6 H,(C) est un R-espace vectoriel mais pas un C-espace vectoriel.

Proposition 7 Les valeurs propres d’une matrice symétrique ou hermitienne
sont réelles.

Définition 8 On dit quune matrice A € S,(R) est positive (resp. définie
positive) si : VX € R", *XAX > 0 (resp. VX € R"\ {0}, XAX > 0). On
note S (R) (resp. S;*(R)) 'ensemble de matrices symétriques positives (resp.
définies positives).

Définition 9 On dit qu'une matrice A € H,,(C) est positive (resp. définie pos-
itive) si : VX € C",*XAX > 0 (resp. VX € C"\{0}, *XAX > 0). On note
HE(C) (resp. H;}T(C)) Pensemble de matrices hermitiennes positives (resp.
définies positives).

1.2 Lien avec les formes bilinéaires symétriques et hermi-
tiennes
Définition 10 Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : E? — K telle

que pour tout z,y € E, ¢(x,.) et ¢(.,y) sont linéaires. Elle est dite symétrique
si pour tout (z,y) € E?, p(x,y) = o(y, 2).

Définition 11 Si K = C, une forme sesquilinéaire sur E est une application
¢ : E? — C telle que pour tout z,y € E, p(x,.) est lindaire et ¢(.,y) est
antilinéaire. Elle est dite symétrique si pour tout (z,%) € E2, ¢(z,y) = ©(y, x).

Remarque 12 En considérant E comme un R-espace vectoriel, une forme
sesquilinéaire est une forme bilinéaire.

Exemple 13 Si on considere le C-espace vectoriel E = (C([0,1],C),
1

l'application ¢ : E? — C définie par ¢(f,g) = J f(t)g(t)dt est une forme
0

sesquilinéaire sur F2.

Définition 14 On suppose E de dimension finie et on fixe e = (e, ..., e,) une
base de E. Si ¢ est une forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) sur E, la ma-
trice de ¢ est la matrice Matep = (¢(ei,€;))1<i,j<n- Dans ce cas, pour tout
(z,y) € E?, p(z,y) = "XMY (resp. p(z,y) = "XMY).

Proposition 15 Deux matrices M, M’ représentant la méme forme bilinéaire
(resp. sesquilinéaire) sont congruentes, i.e il existe P inversible telle que
M = PM'tP.

Proposition 16 Si ¢ est une forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire), ¢ est
symétrique si et seulement si sa matrice est symétrique (resp. hermitienne).

Définition 17 Une forme quadratique sur E est une application ¢ de la forme
q: E—> R, z— ¢(x,z) oll ¢ est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 18 Si K = C, une forme hermitienne est une application ¢ de la
forme g : E — R, z — o(x,2) ol ¢ est une forme sesquilinéaire symétrique sur
E.

Proposition 19 Si g est une forme quadratique (resp. hermitienne), il existe
une unique forme bilinéaire symétrique (resp. sesquilinéaire symétrique) ¢ telle
que pour tout x € E, ¢q(x) = ¢(x,x). ¢ est appelée la forme polaire de q.

Définition 20 La matrice dans une certaine base e d’une forme quadratique
ou hermitienne ¢ est la matrice de sa forme polaire. On la note encore Mat.q.



2 Reéduction et applications

2.1 Théoréme spectral

Définition 21 Une matrice P € M,,(C) est dite unitaire si ‘PP = I,,. On
note U, (C) I'ensemble des matrices unitaires.

Théoréme 22 (spectral) Soit M € S, (R) (resp. H,(C)). Alors il existe une
matrice P € O, (R) (resp. P € U,(C)) telle que M = PDP~! ou D est une
matrice diagonale réelle.

Remarque 23 Une matrice symétrique complexe n’est pas forcément diago-

nalisable : considérer 0 1‘ .
1 2

Corollaire 24 Si 4 € §,(R), A € S (R) (resp. ST (R)) si et seulement si
Sp(A) < Ry (resp. Sp(A) < R%).

Corollaire 25 Si A € H,,(C), A € H;(C) (resp. H;} T (C)) si et seulement si
Sp(A) < Ry (resp. Sp(A) < R¥).

Remarque 26 On peut généraliser ce résultat & S (R) et H;F (C).

Corollaire 27 Si E est euclidien (resp. hermitien) et ¢ est une forme quadra-
tique (resp. hermitienne) sur E, alors il existe une base orthonorméee de E
dans laquelle la matrice de q est diagonale réelle.

2.2 Reéduction des formes quadratiques

Définition 28 Soient ¢, ¢’ deux formes quadratiques ou hermitiennes. On dit
que g et ¢’ sont équivalentes s’il existe deux bases e et ¢/ de K" telles que
Mat.q = Mat.q'.

Théoréme 29 Soit ¢ une forme quadratique ou hermitienne. Alors il existe
une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale réelle.

Théoréeme 30 (Sylvester) Soit ¢ une forme quadratique ou hermitienne.
Alors il existe une base de e = (ey,...,e,) de E telle que pour tout z =
Saie; € B, q(x) = |z1)? + oo 4 |22 — [2pa]? — oo — |2pir|? avec p+ 17 < m, i
Mat.q = diag(I,,—I,,0). Le couple (p,r) est unique et est appelé la signature
de q.

Exemple 31 On utilise la méthode de Gauss pour déterminer la signature
d’une forme quadratique, par exemple g(z1, z2, r3) = 27 + 223 + 1523 — 4w 20 +
6x123 — 8xows a pour signature (2,1).

Corollaire 32 Deux formes quadratiques ou hermitiennes sont équivalentes si
et seulement si elles ont méme signature.

Corollaire 33 En considérant I’action par congruence de GL,(R) sur S, (R),
deux matrices symétriques réelles sont congruentes si et seulement si elles ont
méme signature.

Proposition 34 Une forme quadratique ou hermitienne q est positive (i.e pour
tout x € E, q(x) = 0) si et seulement si sa signature est de la forme (p, 0) avec
p<n.

2.3 Décompositions polaires

Proposition 35 Pour tout A € S *(R), il existe une unique matrice B €
SHH(R) telle que B? = A. B est appelée racine carrée de A.

Théoréme 36 L’application ¢ : O,(R) x S+ (R) — GL,(R) définie par
#(0,S) = OS est un homéomorphisme.

Remarque 37 On peut généraliser la proposition 33 a S (R) et H; (C).

Théoréme 38 L’application ¢ : U,(C) x HI*(C) —» GL,(C) définie par
#(0,S) = OS est un homéomorphisme.

Application 39 O, (R) est un sous-groupe compact maximal de GL,(R).

Définition 40 On note O(p, q) le groupe orthogonal de la forme quadratique
sur R™ représentée dans la base canonique par la matrice diag(l,, —I,), avec
p+qg=n.

Proposition 41 exp : S,(R) — &1 (R) est un homéomorphisme.

’ Théoréme 42 On a un homéomorphisme entre O(p, q) et O(p) x O(q) x RPL. ‘

3 Applications
3.1 Calcul différentiel

Définition 43 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction deux-
fois différentiable en un point ¢ € U. On identifie sa différentielle seconde
D?f(a) € L(R™, L(R"™,R)) & une forme bilinéaire sur R", et on définit la ma-
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trice hessienne de f en a € U par D?f(a) = ((}xafx : (a)) .
i0Tj 1<i,j<n

Proposition 44 La matrice D?f(a) est symétrique, on note alors Q(a) la
forme quadratique associée.




Proposition 45 Soit a un point critique de f.

1. Si f admet un minimum relatif en a, alors Q(a) est une forme quadratique
positive.

2. Si Q(a) est une forme quadratique définie positive, alors f admet un min-
imum relatif en a.

Remarque 46 1. On a des énoncés analogues pour les maximums relatifs.

2. Le point 2. n’est pas vrai si Q(a) est seulement positive : considérer

f(x)=23ena=0.
Théoréme 47 (lemme de Morse) Soit f : U — R une fonction de classe
C? sur un ouvert U de R™ contenant 1’origine. On suppose que 0 est un point
critique de f tel que Q(0) est une forme quadratique non dégénérée de signature
(p,n — p). Alors il existe un C!-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages V et
W de 'origine tel que ¢(0) = 0, et pour tout z € V,

F@) = £0) + @1(2) + o+ 9p(2)* = @pr1(2)? — .. = n(2)”.

Remarque 48 A un changement de coordonnées pres, au voisinage d’un point
critique non dégénéré, on peut rendre la formule de Taylor & l'ordre 2 exacte.

3.2 Résolution de systemes linéaires
On cherche & résoudre Az = b d’inconnue = € R” avec A € ST (R) et b e R™.

Théoréme 49 (Cholesky) Si A € S;1(R), alors il existe une unique matrice
B triangulaire inférieure & diagonale strictement positive telle que A = B!B.

Application 50 Pour résoudre Ax = b, on résoud en deux temps Bu = b, puis
tBx = u, systémes plus faciles & résoudre puisque B et !B sont triangulaires.

Théoréme 51 L’application ¢ : z — 2{(Az,x) — (b, x) est de classe C! sur R"
et admet un unique minimum, atteint en T = A~1b.

Définition 52 On note ||| la norme euclidienne sur R™ et ||.|| 4 la norme induite
par le produit scalaire (z,y) = {x, Ay).
Lemme 53 (Kantorovitch) On note Apnin (resp. Amax) la plus petite (resp.
grande) valeur propre de A. Alors, pour tout z € R™\ {0},
HxH4 4 Amin Amax
lzl2-alz% ™ Ovmin + Amax)?”

Théoréme 54 (méthode du gradient & pas optimal) Soit a € R™\ {Z} et
(zx)r la suite définie par zg = a et, pour tout k € N, z511 = xr — ap, Vo (xy),
; _ Ive@)|? . =
ol ay = m. Alors (x)g converge vers T et
k41
fonrn 7] < Jme Qe w0 gy
1 x 0 — .
* )\min Amax + )\min

3.3 Vecteurs gaussiens
Soit (£2, F,P) un espace probabilisé et d > 1.

Définition 55 Un vecteur gaussien est un vecteur aléatoire X de R? tel que,
pour tout a € R, la variable aléatoire réelle (X, a) suit une loi normale. On
note m = (IE[)(l]7 ,E[Xd]) et F = (COV(Xi,Xj))1<i7j<d.

Proposition 56 Un vecteur gaussien est entierement caractérisé par son
espérance m et sa matrice de covariance I' : on note X ~ Ny(m,T).

Exemple 57 Si Xi,..., Xy sont des variables aléatoires réelles gaussiennes
indépendantes, alors (X1, ..., X4) est un vecteur gaussien.

Proposition 58 Si X ~ Ny(m,T), ' e S;(R).

Proposition 59 Si X ~ Ny(m,I'), A € My(R) et b € R, alors AX +b ~
Ny(Am + b, AT A).

Corollaire 60 Soient m € R? et T' e S;/(R). On note A la racine carrée de T
Si X € Ny(0,1y), alors AX +m ~ Ny(m,T'). Ainsi, toute matrice symétrique
positive est la matrice de covariance d’un vecteur gaussien.
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