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3.13 Paul-Lévy, théorème central limite et applications
Leçons : 250, 261, 262, 265, 266.

Références : [GK].

Prérequis : transformation de Fourier, fonction caractéristique, formule de Taylor, lemme de Slutsky. Pour
l’application 1 : loi Gamma. Pour l’application 2 : estimateurs, intervalles de confiance.

Définition : Xn
L
Ñ

nÑ8
X si : pour toute fonction f continue bornée, ErfpXnqs ÝÑ

nÑ8
ErfpXqs.

Lemmes (admis) :

1. Xn
L
Ñ

nÑ8
X ô pour toute fonction f continue à support compact, ErfpXnqs ÝÑ

nÑ8
ErfpXqs.

2. Si pznq P CN tel que zn ÝÑ
nÑ8

z, alors
`

1 ` zn
n

˘n
ÝÑ
nÑ8

ez.

Théorème (Paul-Lévy) : Xn
L
Ñ

nÑ8
X si et seulement si la suite de fonctions pφXn

qn converge simplement
vers φX sur R.

Théorème (TCL) : Soit pXnqn suite de variables aléatoires réelles i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. On
note m l’espérance commune, σ2 la variance commune et Sn “

řn
k“1Xk. Alors

Sn ´ nm
?
nσ2

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Application 1 : Formule de Stirling.

Application 2 : Intervalle de confiance pour le paramètre d’un n-échantillon d’une loi de Poisson.

Remarque : On ne peut pas présenter tous les résultats démontrés ici, il faut choisir les résultats que l’on
démontre en fonction de la leçon. Voir le [ZQ] pour les résultats admis.

Preuve théorème de Paul-Lévy. On suppose Xn
L
Ñ

nÑ8
X. Alors, pour tout t P R, la fonction ft : x ÞÑ eitx est

continue bornée, donc ErftpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErftpXqs, c’est-à-dire φXn
ptq ÝÑ

nÑ8
φXptq.

Inversement, on suppose que pφXn
qn converge simplement vers φX . Soit f une fonction continue à support

compact.
´ On suppose que f est de classe C8 à support compact. Alors f P SpRq (l’espace de Schwartz), donc par

bijectivité de la transformée de Fourier, il existe g P SpRq tel que f “ ĝ. Alors : pour tout n P N,

ErfpXnqs “ E
„

ż

R
e´itXngptqdt

ȷ

“

ż

R
Ere´itXnsgptqdt,

d’après le théorème de Fubini. Or, pour tout t P R on a Ere´itXns “ φXnp´tq ÝÑ
nÑ8

φXp´tq “ Ere´itX s, et

|Ere´itXnsgptq| ď |gptq| avec g P SpRq Ă L1pRq, donc par convergence dominée : ErfpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErfpXqs.

´ Dans le cas général, si ε ą 0, par densité il existe une fonction h de classe C8 à support compact tel que
}f ´ h}8 ď ε, alors :

|ErfpXnqs ´ ErfpXqs| ď |ErfpXnq ´ hpXnqs| ` |ErhpXnqs ´ ErhpXqs| ` |ErhpXq ´ fpXqs|

ď 2ε` |ErhpXnqs ´ ErhpXqs|,

d’où ErfpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErfpXqs d’après ce qui précède, puis Xn
L
Ñ

nÑ8
X d’après le lemme 1.

Preuve TCL. Quitte à centrer réduire, on peut supposer que m “ 0 et σ2 “ 1. D’après le théorème de Paul-
Lévy, il suffit de montrer que la suite de fonctions pφ Sn?

n
qn converge simplement vers φN p0,1q : t ÞÑ e´t2{2. Or,

pour tout t P R et n ě 1, par indépendance on a :
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φ Sn?
n

ptq “ φřn
i“1

Xi?
n

ptq “

n
ź

i“1

φ Xi?
n

ptq “ φX1

ˆ

t
?
n

˙n

.

La variable X1 admet un moment d’ordre 2, donc la fonction φX1
est de classe C2 et d’après la formule de

Taylor,

φX1

ˆ

t
?
n

˙n

“

ˆ

φX1
p0q `

t
?
n
φ1
X1

p0q `
t2

2n
φ2
X1

p0q `
εn
n

˙n

,

où εn P C ÝÑ
nÑ8

0. Or φX1
p0q “ 1, φ1

X1
p0q “ EriX1s “ 0 et φX1

p0q2p0q “ ´ErX2
1 s “ ´1, d’où

φ Sn?
n

ptq “

ˆ

1 ´
t2

2n
`
εn
n

˙n

ÝÑ
nÑ8

e´t2{2,

d’après le lemme 2. D’où
Sn
?
n

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Preuve application 1. On considère pXnqn des variables i.i.d. de loi Ep1q. On note Sn “
řn`1

k“0 Xk. Alors d’après
le théorème central limite,

Sn ´ pn` 1q
?
n` 1

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Or
b

n`1
n ÝÑ

nÑ8
1 et 1?

n
ÝÑ
nÑ8

0, donc d’après le lemme de Slutsky,

Sn ´ n
?
n

“
Sn ´ pn` 1q

?
n` 1

c

n` 1

n
`

1
?
n

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

On calcule alors lim
nÑ8

ż 1

0

fnptqdt, où fn est la densité de Sn´n?
n

, de deux manières différentes :

1. On utilise ce qui précède, la convergence en loi étant équivalente à la convergence simple des fonctions de
répartition au points de continuité de la fonction de répartition limite, on obtient :

lim
nÑ8

ż 1

0

fnptqdt “
1

?
2π

ż 1

0

e´t2{2dt.

2. On utilise la loi Gamma, puisque Ep1q „ Γp1, 1q, on a : Sn „ Γpn` 1, 1q, donc
ż 1

0

fnptqdt “

ż 1

0

?
nfSn

p
?
nt` nqdt

“

?
n

Γpn` 1q

ż 1

0

p
?
nt` nqne´pn`t

?
nq1tě´

?
ndt

“

?
n

n!

´n

e

¯n
ż 1

0

ˆ

1 `
t

?
n

˙n

e´t
?
ndt,

avec
ż 1

0

ˆ

1 `
t

?
n

˙n

e´t
?
ndt ÝÑ

nÑ8

ż 1

0

e´t2{2dt par convergence dominée, donc par unicité de la limite on

déduit
?
n

n!

´n

e

¯n

ÝÑ
nÑ8

1
?
2π
,

d’où la formule de Stirling.

Preuve application 2. On considère des VA pXnqn i.i.d. de loi Ppλq où λ ą 0 est à estimer. On note Xn “
1
n

řn
k“1Xk. D’après le théorème central limite, on a

c

n

λ
pXn ´ λq

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.
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Or, d’après la loi des grands nombres, Xn est un estimateur fortement consistant de λ et par stabilité de la
convergence presque sûre par les fonctions continues,

b

λ
Xn

ps
Ñ

nÑ8
1, donc en particulier

b

λ
Xn

P
Ñ

nÑ8
1. Ainsi,

d’après le lemme de Slutsky,

c

n

Xn

pXn ´ λq “

c

n

λ
pXn ´ λq

d

λ

Xn

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Ainsi, si α Ps0, 1r, et q est le quantile d’ordre 1 ´ α{2 de la loi N p0, 1q, alors on a

P
ˆ

´q ď

c

n

Xn

pXn ´ λq ď q

˙

ÝÑ
nÑ8

1 ´ α,

ce qui donne l’intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 ´ α pour λ :
»

–Xn ˘ q

d

Xn

n

fi

fl

Questions :
1. Est-ce-que convergence en loi implique convergence en probabilité en général ?
2. Pourquoi a-t-on besoin du lemme 2 ?

Réponses :
1. Non, on a l’implication si la limite est constante.
2. Pour éviter le recours au log complexe.
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