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3.17 Lemme de Morse
Leçons : 171, 206, 214, 215.

Référence : [Rou].

Prérequis : matrices symétriques/antisymétriques, théorème d’inversion locale, formules de Taylor, réduction
des formes quadratiques réelles, signature.

Lemme : Soit A0 P SnpRq inversible. Alors il existe un voisinage V de A0 dans SnpRq et ρ P C1pV,GLnpRqq

tel que : @A P V, A “ tρpAqA0ρpAq.

Théorème : Soit U Ă Rn un ouvert contenant 0 et f : U Ñ R de classe C3. On suppose que 0 est un point
critique non dégénéré de f , et que la forme quadratique d2fp0q est de signature pp, n ´ pq. Alors il existe un
C1-difféomorphisme φ entre deux voisinages V0 et W0 de 0 dans Rn tel que φp0q “ 0, et :

@x P V0, fpxq ´ fp0q “ φ1pxq2 ` ...` φppxq2 ´ φp`1pxq2 ´ ...´ φnpxq2.

Preuve du lemme. On considère la fonction φ : MnpRq Ñ SnpRq définie par φpMq “ tMA0M . On voudrait
appliqur le théorème d’inversion locale (TIL) à la fonction φ en In : pour cela il faut d’abord calculer sa
différentielle. Pour tout H P MnpRq, on a

φpIn `Hq “ A0 ` tpA0Hq `A0H ` tHA0H,

avec tHA0H “
HÑ0

op}H}q, donc on en déduit que φ est différentiable en In et dφpInq : H ÞÑ tpA0Hq ` A0H.

Ainsi, kerpdφpInqq “ tH P MnpRq, A0H P AnpRqu, donc dφpInq n’est pas injective. Pour pouvoir appliquer le
TIL, on va donc considérer une restriction. Puisque MnpRq “ AnpRq ‘ SnpRq, on a MnpRq “ ker dφpInq ‘ F ,
où F “ tH P MnpRq, A0H P SnpRqu. Soit ψ la restriction de φ à F , qui est un SEV de MnpRq. On a In P F
car A0 P SnpRq, donc ψ est différentiable en In et dψpInq “ dφpInq|F . Ainsi, ker dψpInq “ ker dφpInq XF “ t0u

et dψpInq est injective, donc bijective par égalité des dimensions de F et SnpRq. Ainsi, d’après le TIL, il existe
U voisinage de In dans F et V voisinage de A0 dans SnpRq tels que ψ est un C1-difféomorphisme de U Ñ V .
Quitte à considérer U X GLnpRq qui reste encore ouvert, on peut supposer que U Ă GLnpRq. En posant ainsi
ρ “ ψ´1

|U : V Ñ GLnpRq, on obtient le lemme.

Preuve du théorème. Quitte à restreindre U , on peut supposer U convexe. Alors, d’après la formule de Taylor
avec reste intégral à l’ordre 1 :

@x P U, fpxq ´ fp0q “ xdfp0q `

ż 1

0

p1 ´ tqd2fptxqpx, xqdt,

avec dfp0q “ 0 par hypothèse et d2fptxqpx, xq “ txHessfptxqx, donc on peut écrire fpxq ´ fp0q “ txQpxqx où

@x P U, Qpxq “

ż 1

0

Hessfptxqdt P SnpRq,

et on peut déjà remarquer que d’après le théorème de dérivation sous le signe intégral, la fonction Q est de classe
C1 sur U (car la fonction f est de classe C3q. On a Qp0q “ 1

2Hessfp0q P SnpRq et Qp0q P GLnpRq par hypothèse,
donc d’après le lemme il existe un voisinage V de Qp0q dans SnpRq et une application ρ P C1pV,GLnpRqq tel
que :

@A P V, A “ tρpAqQp0qρpAq.

Or Q est continue et à valeurs dans SnpRq, donc il existe un voisinage W de 0 dans Rn tel que QpW q Ă V .
Ainsi :

@x P W, fpxq ´ fp0q “ txQpxqx “ tρpQpxqqQp0qρpQpxqq.

Or par hypothèse, la forme quadratique d2fp0q est de signature pp, n´pq, donc il existe une matrice P P OnpRq

tel que Qp0q “ tP

ˆ

Ip p0q

p0q ´In´p

˙

P , et donc :

@x P W, fpxq ´ fp0q “ tφpxq

ˆ

Ip p0q

p0q ´In´p

˙

φpxq

“ φ1pxq2 ` ...` φppxq2 ´ φp`1pxq2 ´ ...´ φnpxq2,
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où : @x P W, φpxq “ PρpQpxqqx. On a donc l’égalité souhaitée, mais φ n’est pas forcément un C1-difféomorphisme :
on va donc appliquer le TIL en 0 pour conclure. On a :

φphq “ PρpQphqqh

“
hÑ0

P pρpQp0qq ` op1qqh

“
hÑ0

φp0q ` PρpQp0qqh` op}h}q,

car ρ et Q sont de classe C1. Ainsi, on en déduit que φ est différentiable en 0 et dφp0q : h ÞÑ PρpQp0qqh, avec
PρpQp0qq inversible, donc on en déduit que dφp0q est inversible et donc d’après le TIL, il existe deux voisinages
V0 et W0 de 0 tels que φ : V0 Ñ W0 est un C1-difféomorphisme. On a donc le résultat voulu.

Questions :
1. Quelles sont les conditions sur la fonction f pour que la hessienne soit symétrique ?
2. Applications ?

Réponses :
1. Il faut que f soit de classe C2.
2. Voir [Berb].
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