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Soit U un ouvert de Rn. Soit f P C1pU,Rnq. Soit a P U tel que Daf est inversible.
Alors, il existe V Ă U un voisinage de a, il existe W un voisinage de fpaq tels que
f|V : V Ñ W soit un C1-difféomorphisme.

Démonstration. Quitte à considérer la fonction x ÞÑ Daf´1`

fpa ` xq ´ fpaq
˘

, on peut
supposer a “ 0, fpaq “ 0 et Daf “ D0f “ Id.
• Montrons que f réalise une bijection entre deux voisinages ouverts de 0. Soit y P Rn.
Résoudre l’équation y “ fpxq équivaut à trouver un point fixe à φy : x ÞÑ x ` y ´ fpxq de
classe C1 sur U . On a Dxφy “ Id ´ Dxf “ D0f ´ Dxf .
Or x ÞÑ Dxf est continue sur U , donc par définition, il existe r ą 0 tel que Bp0, rq Ă U
et @x P Bp0, rq, |||Dxφy||| ď 1{2. Ainsi, par l’inégalité des accroissements finis, φy est
1
2 -lipschitzienne sur le convexe Bp0, rq.
En fait, r ne dépend pas de y. Considérons }y} ă

r

2. Ainsi, @x P Bp0, rq,

}φypxq} ď }φypxq ´ y} ` }y} “ }φypxq ´ φyp0q} ` }y} ă
1
2}x ´ 0} `

r

2 ď r

Par conséquent, φy : Bp0, rq Ñ Bp0, rq Ă Bp0, rq est 1
2 -contractante. Comme Bp0, rq

est fermé dans Rn complet, alors Bp0, rq est complet. Par le théorème du point fixe de
Banach-Picard, il existe un unique x P Bp0, rq tel que φypxq “ x.
Comme x est dans l’image de φy, alors }x} ă r.
Posons W “ Bp0, r{2q et V “ Bp0, rq X f´1pW q des ouverts. On a alors montré que
@y P W, D!x P V, fpxq “ y, donc que fV : V Ñ W est une bijection.
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• Montrons que g “ f´1 : W Ñ V est de classe C1. Montrons déjà que g est continue.
Comme φ0 : x ÞÑ x ´ fpxq est 1

2 -lipschitzienne alors

@x, x1
P V, }x ´ x1

} ď }φ0pxq ´ φ0px1
q} ` }fpxq ´ fpx1

q} ď
1
2}x ´ x1

} ` }fpxq ´ fpx1
q}

Donc, }x ´ x1} ď 2}fpxq ´ fpx1q}, d’où @y, y1 P W, }gpyq ´ gpy1q} ď 2}y ´ y1}. p‹q

Donc, g est continue.
Montrons que g est différentiable. Prenons x, x0 P V et y, y0 P W tels que y “ fpxq et
y0 “ fpx0q. Alors,

y ´ y0 “ fpxq ´ fpx0q “ Dx0fpx ´ x0q ` o
xÑx0

p}x ´ x0}q



Par p‹q, }x ´ x0} ď 2}y ´ y0}, donc Dx0fpx ´ x0q “ y ´ y0 ` o
yÑy0

p}y ´ y0}q.
Donc, f´1pyq ´ f´1py0q “ x ´ x0 “ pDx0fq´1py ´ y0q ` o

yÑy0
p}y ´ y0}q.

Ce qui établit la différentiabilité de f´1 en y0 et Dy0f´1 “ pDx0fq´1.
Comme f est de classe C1 alors f´1 aussi.
(Notons J : ℓ P GLpRnq ÞÑ ℓ´1 P GLpRnq une application continue, alors Dg “ J ˝ Df ˝ g
est continue (puisque g est différentiable).)


