
Théorème des deux carrés de Fermat

• Perrin, Cours d’algèbre. (56-58)

Lemme 1 : L’anneau Zris “ ta ` ib, a, b P Zu est euclidien de stathme N défini par
Npa ` ibq “ a2 ` b2 et Zris˚ “ t˘1, ˘iu.

Démonstration.
• Soient z, t P Zriszt0u. Pour faire la division euclidienne de z par t, on considère z

t
P C.

Si z

t
“ x ` iy alors prenons q “ a ` ib où a, b P Z sont les plus proches de x et y.

Ainsi,
ˇ

ˇ

ˇ

z

t
´ q

ˇ

ˇ

ˇ
ď

?
2

2 ă 1 car |x ´ a| ď
1
2 et |y ´ b| ď

1
2 .

Posons r “ z ´ qt. Ainsi, r P Zris et |r| “

ˇ

ˇ

ˇ
t

´z

t
´ q

¯ˇ

ˇ

ˇ
ă |t|, donc |r|2 ă |t|2.

Ainsi, Nprq ă Nptq et z “ qt ` r. Donc Zris est un anneau euclidien de stathme N .
• Si z P Zris˚, alors il existe z1 P Zris tel que zz1 “ 1 d’où NpzqNpz1q “ Npzz1q “ 1.
Comme N est à valeurs dans N, alors Npzq “ Npz1q “ 1. Si z “ a ` ib alors a2 ` b2 “ 1
avec a, b P Z, donc l’un est nul et l’autre vaut ˘1.

Lemme 2 : On pose Σ “ tn P N, n “ a2 ` b2 avec a, b P Nu. Soit p premier.
On a p P Σ ssi p est réductible dans Zris.

Démonstration.
pñq Si p “ a2 ` b2 “ pa ` ibqpa ´ ibq et si a, b ‰ 0 alors a ` ib, a ´ ib R Zris˚ d’après le
lemme 1. Ainsi, p est réductible dans Zris.
pðq Si p “ zz1 avec z, z1 P Zris˚ et p2 “ Nppq “ NpzqNpz1q. Comme z, z1 P Zris˚ alors
Npzq, Npz1q ‰ 1 alors Npzq “ p. D’où p “ a2 ` b2.

Théorème des deux carrés de Fermat (cas n premier) :
Soit p premier. p P Σ ssi p “ 2 ou p ” 1 r4s.

Démonstration. Comme Zris est principal (alors factoriel) dire que p est non irréductible
dans Zris revient à dire que ppq “ pZris est un idéal principal non premier donc Zris{ppq

n’est pas intègre.
• Étudions l’isomorphisme Zris » ZrXs{pX2 ` 1q.
En effet, par propriété universelle de l’anneau des polynômes, on a un morphisme surjectif
φ : ZrXs Ñ Zris défini de manière unique par φpXq “ i. Son noyau contient clairement
l’idéal pX2 ` 1q.
Réciproquement, si P P Kerφ, alors par division euclidienne unitaire dans ZrXs, il existe
Q, R tels que P “ pX2 ` 1qQ ` R avec degpRq ď 1. Et Rpiq “ 0 ñ R “ 0 car R est de
degré ď 1. Le théorème d’isomorphisme donne alors l’isomorphisme souhaité.
Ce même théorème permet d’intervertir l’ordre des quotients :

Zris{ppq » ZrXs{pX2
` 1, pq »

`

ZrXs{ppq
˘

{pX2
` 1q » FprXs{pX2

` 1q

FprXs{pX2 ` 1q est intégre ssi X2 ` 1 est irréductible dans FprXs

FprXs{pX2 ` 1q est intégre ssi X2 ` 1 est sans racine dans FprXs

Ainsi, p est réductible dans Zris ssi X2 ` 1 a une racine dans FprXs

Ainsi, p est réductible dans Zris ssi ´1 P pF˚
pq2



• Si p “ 2 alors tous les éléments sont des carrés car x ÞÑ x2 est le morphisme de
Frobenius qui est injectif (donc bijectif par cardinalité).
• Si p ą 2 alors x est un carré de F˚

p ssi x
p´1

2 “ 1.

En effet, posons X “ tx P Fp, x
p´1

2 “ 1u. On a |X| ď
p ´ 1

2 (car le nombre maximal de

racines de X
p´1

2 ´ 1). De plus, si x P pFpq˚, alors Dy P F˚
p , x “ y2 donc x

p´1
2 “ yp´1 “ 1.

Donc, pF˚
pq2 Ă X et par cardinalité, on a égalité.

Ainsi, ´1 P pF˚
pq2 ðñ p´1q

p´1
2 “ 1 ðñ

p ´ 1
2 est pair ðñ p ” 1 r4s.

Théorème des deux carrés de Fermat :
Soit n P Nzt0, 1u dont la décomposition en facteurs premiers est

ź

pPP
pvppnq.

Alors, n P Σ ssi vppnq est pair pour p ” 3 r4s.

Démonstration. pðq Il suffit de voir que Σ est stable par multiplication.
En effet, par les entiers de Gauss, on a n P Σ ðñ Dz P Zris, n “ Npzq.
Par conséquent, pour n, n1 P Σ, Dz, z1 P Zris, n “ Npzq et n1 “ Npz1q. Donc par l’égalité
de Lagrange, pour z “ a ` ib et z1 “ c ` id, on a

nn1
“ NpzqNpz1

q “ pa2
` b2

qpc2
` d2

q “ pac ´ bdq
2

` pad ´ bcq
2

P Σ
Soit p P P .

• Si p “ 2 ou p ” 1 r4s alors par le théorème précédent, c’est un élément de Σ et donc
pvppnq P Σ par stabilité par produit.
• Si p ” 3 r4s alors par hypothèse vppnq est pair et pvppnq est alors un carré donc il
appartient à Σ.
Au final, n est un produit d’éléments de Σ donc n P Σ.
pñq Supposons n P Σ. Soit p ” 3 r4s. On veut montrer que vppnq est pair.
@k P N, on pose Hk : si vppnq ď k alors vppnq est pair.
Pour H0, on a vppnq “ 0 donc c’est clair.
Soit k P N tel que Hk soit vraie. On suppose vppnq ď k ` 1.
Par définition de n, on a p | n “ a2 ` b2 “ pa ` ibqpa ´ ibq.
Or p est premier donc par le lemme de Gauss, p | pa ` ibq ou p | pa ´ ibq.
Donc p | a et p | b. Ainsi, p2 | n.

Par conséquent, vp

ˆ

n

p2

˙

“ vppnq ´ 2 ď k car vppnq ď k ` 1.

D’après Hk, on a alors vp

ˆ

n

p2

˙

pair et donc que vppnq est pair. D’où Hk`1.

Remarque. Ce théorème permet de déterminer les éléments irréductibles de Zris (aux
éléments inversibles près) : les p P P avec p ” 3 r4s et les entiers de Gauss a ` ib dont la
norme a2 ` b2 est premier.
Lemme : Soit A un anneau. Soient a, b P A. Alors,

`

A{paq
˘

{pbq » A{pa, bq.

Démonstration. On pose les injections canoniques πa : A Ñ A{paq et πa,b : A Ñ A{pa, bq.
Comme paq Ă pa, bq, par la propriété universelle des quotients, il existe un morphisme
d’anneaux πa,b : A{paq Ñ A{pa, bq tel que πa,b ˝ πa “ πa,b.
D’après le 1e théorème d’isomorphisme, Impπa,bq »

`

A{paq
˘

{Kerpπa,bq. Or Impπa,bq “

Impπa,bq “ A{pa, bq et x̄ P Kerpπa,bq ô πa,bpxq “ 0 ô x P pa, bq ô x̄ P pbq.

Lemme de Gauss : Soient a, b, c P N˚. Si a | bc et si pgcdpa, bq “ 1 alors a | c.

Démonstration. Comme pgcdpa, bq “ 1 alors par le théorème de Bézout, il existe u, v P Z
tels que au ` bv “ 1. Donc pacqu ` pbcqv “ c. Or a | ac et a | bc donc a | c.


