Injectivité de la transformée de Fourier

o El Amrani, Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels. (115-116,156-157)
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Lemme : Soit @ > 0. Pour 7, : ¢ — ¢ %" on a Vz € R, Aol(z) = \/7exp (—)
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Démonstration. Tout d’abord, ~y, € L'(R) donc sa transformée de Fourier est bien définie.
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Soit z € R. On a 4,(x) = f e~ it gt = J e (P E) dt = e f emo(t+55) qt.
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On va alors étudier la fonction z — e qui est holomorphe Ty <
sur C. Soit R > 0. Considérons le chemin I'p défini comme

suit. Comme I'g est un lacet C! par morceaux sur C un ouvert \ /
convexe alors par le théoreme de Cauchy : 5
—R o ~ R
2 R 2 3a 1\ 2 R iz |2 3a 112
0= f e dz = J e ™ dt +J e~ BHI% qy —J ea(t+38)” —J e RN ¢
Tr J-R o Jo L J-r o do )
1(R) 1 (R) 15(R) n(R)

R—+400

u
Premi¢érement, lim I;(R) = f e dt = \/> car c’est une intégrale de Gauss.
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Comme |e~®FHD?| < @B =) of |ema(-R+i)° | < oma(P—1) o Jim e~oF f e dt =0
0
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alors lim Ir(R) =0 et REIEOO Ii(R) = 0.
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De plus, Vt € R, at?

iz \2 22
emalt5) Li_r.R] (t)‘ < e e et comme t — e % est intégrable (et

iz )2
indépendante de R) alors par convergence dominée, RliIJrrl I3(R) = J e(tra) 4.
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Ainsi, J ea(t+5) gt = \/? Finalement, Yz € R, 4,(z) = \/?exp (—ﬁ). O
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La transformation de Fourier F: L'(R) — Cy(R) est injective.
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Démonstration. Soit f e L'(R) telle que f = (0. Montrons que f = 0. Posons pour s > 0,
1 2 ,
exp (—L ) et gs : t — @s(t)e™ avec x € R.
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Comme f, gs € L'(R) alors par le théoréme de Fubini-Tonelli,

LL|f<t)gs(u)e_itu|dtdu = <JR|f(t)|dt> <fR|gS(u)|du) — 1 £lillgsl < +o0

Puis par le théoréme de Fubini,

J F(0)3.(t) dt = J ( f (u)e ”“du)dt—ngs(u) ( JR f(t)e““dt)du

J u=0 carfzo

I’application ¢, : t —

Et Vte R, gs(t) = f ws(u)e™ e du = py(t — x) = Ps(x —t) car @, est paire.




Ainsi, - Lf(t)gs(t) df — Lf(t)¢s(x—t) dt = f « ()
_ %(f*%/%)(x) = \/\/gsj(f *Ys/2) ()
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= ?(f * pg-1) () car o -1(t) = %6_ 2

par le lemme

On a ||ps-1]1 =1 et -1 = 0. De plus, Ve > 0,
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par convergence dominée. Ainsi, (ps-1)s-0 est une approximation de I'unité. Or pour
fe LY (R), (f * ps-1)s=0 converge vers f lorsque s — +00. Donc,

£l = Yim £l = lim | f+por—fli =0
-0
Ainsi, f = 0. D’ou la linéarité de F et donc elle est injective. O

Proposition : Si (¢, )ey est une approximation de 'unité alors Vf € LP(R), (f * ©n)nen
converge vers f dans LP(R).

Démonstration. Grace au lemme 1 du développement sur le théoreme de Weierstrass, on
a que si f € CO(R), alors (f * ©n)neny converge uniformément vers f. Montrons déja le

résultat si f € C2(R). Soit R > 0 tel que Supp(f) < [-R, R].

1+ on = flo < IO+ o0 = F)Lai<2rylp + 1(f * 00 — )Lgzi>2rylp
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Ce qui montre la proposition dans le cas ot f € CO(R). On conclut grace a la densité de
c le)
Co(R) dans LP(R). O

Comme (p,, )nen est une approximation de 'unité




