Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Soit I un intervalle de R. Soient A : [ — M, (R) et b : I — R™ continues. Soit
yo € R™. Alors, le probleme de Cauchy

. y = A(t)y + b(t)
(B): { 5(0) = yo

admet une unique solution définie sur I tout entier.

Démonstration. Munissons R™ de la norme | - | et M,,(R) de la norme subordonnée |||
o Commengons par le cas ou I = [a,b] un segment contenant 0. On cherche une solution
de (E) définie sur [a,b]. Posons f: [a,b] x R* — R"

(t,x) —  A(t)x + b(t)
Par composition de deux fonctions continues, t — || A(t)|| est continue sur [a,b]. Elle est
donc bornée i.e. il existe M > 0 tel que V¢ € [a,b], [|A@)|| < M
Par propriété des normes d’opérateurs linéaires, Vay, xo € R™, Vi € [a, b],

[ £t 21) = f(E 2o = [A()zr — Al)2s| <A@ lwr — 22l < My — 2] (%)

Ainsi, f est M-lipschitzienne selon sa seconde variable.
Posons I'application linéaire L : C°([a, b], R™) — C%([a, b], R™) telle que

e o bR, L)t -+ [ Fls,y(s)) ds

D’apres le théoreme fondamental de Panalyse, Vopérateur L(y) € C'([a, b], R™). De plus,
Vt € [a,b], L(y)(t) = f(t,y(t)) = A(t)y(t) + b(t) et L(y)(0) = yo. On en déduit donc que
y est une solution de (E) sur [a,b] ssi L(y) =y

e On souhaite donc appliquer le théoreme du point fixe. Montrons par récurrence que
I'une des itérées de L est contractante.
Pour tout p € N*, on pose H,, : Yy1,92 € (C°([a,b], R™), | - |0), Vt € [a, ],

122(3) (1) — LP() ()] < ]‘ﬂf'pnyl — vl

vt € [a, 0], [L(y:)(t) -

d’apres () donc H; est vraie.
Soit p € N* tel que H, soit vraie. Alors, Vi € [a, b],

< Mltllyr = 2l

J Hf 5,y1(8)) — f(s,92(s H )| ds

L7 (1) (8) — LP (o) ()] = f (f(s, Lp(y1)(8)) - f(Sa Lp(y2)(3>)> ds
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[N 0 n * Mp(b — a)p
D'ow, Vy1, 2 € C([a, b], R™), Vp e N*, [[LP(y1) — L7(y2) [0 < T\Iyl — Y20
. MP(b—a)? . o . .
Comme hr—',r-loo — =0 (terme général de la série exponentielle) alors il existe un
p— p!
MPo (b — a)po

rang po € N* tel que 0 < <1.

Po!
Donc LP° est contractante sur 'espace de Banach (C%([a, b], R"), || »). D’apres le théoréme

du point fixe, il existe un unique élément y € C%([a, b], R") tel que L™ (y) = y.

Or en composant par L, on trouve que L*(L(y)) = L(y). Donc, L(y) est un point fixe de
LPo et par unicité du point fixe, on a L(y) = y. Réciproquement, tout point fixe de L est
un point fixe de LP.

Donc y est 'unique point fixe de L et y est I'unique solution définie sur [a, b] de (E).

* Revenons au cas ou [ est un intervalle quelconque.

Existence : Pour tout J < [ compact et contenant 0, il existe une unique solution y;
définie sur J. On pose Vt € I, y(t) = y,(t) ot on choisit J < I tel que t € J.

Le choix de J n’a pas d’importance. En effet, si J; et Jy sont deux compacts contenant ¢
alors les solutions y;, et y,, associées coincident sur J; N Jo. La fonction y alors définie
est solution de y/'(t) = f(t,y(t)) et vérifie y(0) = yo. D’on I'existence.

Unicité : Soient ¥,y deux solutions de (£) sur I tout entier.
Lemme de Gronwall : Soient f, g, h trois fonctions continues sur I, a valeurs positives
et telles que Vt € I, h(t) < f(t) + Jt g(s)h(s)ds. Alors,
K t ¢
Vtel, h(t) < f(t)+ L) f(s)g(s)exp (J g(u) du) ds

S

t
En particulier si f est constante égale a ¢ > 0 alors Vt € I, h(t) < cexp (f g(s) ds).
to

viel, |y —y2) ()] = |L(yr —42) ()] < JO [ A(s)y1(s) — Als)ya(s)] ds

<
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On applique le lemme de Gronwall et comme ¢ = 0, on obtient V¢t € I, |(y1 — y2)(t)| <0
Finalement, y; = yo sur I. D’ou 1"unicité. O]



