Formule de Stirling (intégrales de Wallis)

o Gourdon, Analyse. (130, 219-220)
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Formule de Wallis :
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Démonstration. On pose Vn e N, W, = J sin"(z) dx.
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Pour n > 2, en intégrant par parties on a

W, = JQ sin" () sin(z) da
0
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— [ = s (z) cos(@)]F + (n— 1) fo §in™2(z) cos? (z) dx

=0+ (n-—1) JQ sin"*(z) (1 — sin®(z)) dz
= (n- 1)(Wn—§ - W)
Ainsi, Vn = 2, W,, = n; 1Wn_2.
Comme Wy = g et Wy = - cos(:z:)]og =1 alors Vp € N*,
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D’autre part, comme Vp € N*| Vr € [O, f] , 0 < sin?(x) < sin?(z) < sin?*~!(z) alors

ng < ng_l _ 2p+ 1

par intégration, on a Vp € N*,
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Par le théoreme des gendarmes, on a lim 2 — 1 soit
p=+0 W2p+1
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) —— —. D’ou la formule de Wallis
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Formule de Stirling : n! i 2mnn"e™".

Démonstration. Posons les suites (uy,)nen* €t (v, )nen+ définies par
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Vn € N*, UHZJ et v, =In| 2=
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Soit n € N*.
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Par le critere de comparaison des séries a termes positifs, Z |v,| converge donc 2%

neN* neN*

converge (absolument convergente = convergente).
n

Comme Vn € N*, Z vk = In(upy1) — In(uq) alors (In(w,))nen+ converge, notons ¢ € R sa
k=1
limite. On voit que (u,)nen* converge vers e’ > 0. Notons + = €.
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Calculons la constante k :

1( 2p(2p—2)---2 >2:1< (2p)*(2p —2)*--- 27 )2
p\(2p—1)(2p—-3)---1 p\2p(2p—1)(2p—2)(2p—3) -2 x 1

1 (2%02)2
p\ (2p)!
o 1 (22p<wfo ppe—p>2)2 1 (W) _ K

FIEpe™ ) " p 2

n—+0o0 p

S

k‘2
?.
Finalement, k = +/27. D’ou la formule de Stirling. O]

La formule de Wallis et I'unicité de la limite nous donne donc que m =



