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Lemme 1 : Soit u P LpEq nilpotent d’ordre q P N˚.
Pour x P E tel que uq´1pxq ‰ 0, la famille Bu,x “ pukpxqqkPJ0,q´1K est libre et l’espace
vectoriel F “ VectpBu,xq est stable par u.

Démonstration. Comme uq´1 ‰ 0 alors il existe x P E tel que uq´1pxq ‰ 0.

Soient λ0, . . . , λq´1 P K tels que
q´1
ÿ

k“0
λkuk

pxq “ 0.

0 “ uq´1

˜

q´1
ÿ

k“0
λkuk

pxq

¸

“

q´1
ÿ

k“0
λkuq`k´1

pxq “ λ0u
q´1

pxq

Ainsi, λ0 “ 0. Par récurrence, λ0 “ ¨ ¨ ¨ “ λq´1 “ 0. Donc Bu,x est une famille libre.
Grâce à la nilpotence de u, on a stabilité de F par u.

Lemme 2 : Il existe φ P E˚ tel que G “ HK avec H “ Vecttφ, tupφq, . . . , ptuqq´1pφqu

et G est stable par u avec E “ F ‘ G.

Démonstration.
• Comme u est nilpotent d’indice q alors tu aussi, appliquons le lemme 1 à tu : pour
φ P E˚ tel que ptuqq´1pφq ‰ 0, H est stable par tu.
Donc φ ˝ uq´1 ‰ 0. Ainsi, il existe x P E tel que φ ˝ uq´1pxq ‰ 0. Comme φ P E˚, alors
uq´1pxq ‰ 0. On peut alors définir F comme dans le lemme 1.
Posons G “ HK. Comme H est stable par tu alors G est stable par u.
De plus, dim F “ dim H “ q, donc dim E “ dim G ` dim H “ dim G ` dim F .
• Il faut alors vérifier que F X G “ t0u.
Soit y P F X G. Comme y P F alors y “

q´1
ÿ

k“0
λkuk

pxq. Et comme y P G alors uq´1pyq P G

(car G est stable par u). Ainsi,

0 “ φpuq´1
pyqq “

q´1
ÿ

k“0
λkφpuq´1`k

pxqq “ λ0φpuq´1
pxqq

Or φ ˝ uq´1pxq ‰ 0, donc λ0 “ 0. Par récurrence λ0 “ ¨ ¨ ¨ “ λq´1 “ 0. Ainsi, y “ 0.
Donc F X G “ t0u. Par conséquent, E “ F ‘ G.

Décomposition de Jordan d’un endomorphisme nilpotent :
Soit u P LpEq nilpotent d’ordre q P N˚. Il existe une base B “ B1 Y ¨ ¨ ¨ Y Br de E
telle que chaque sous-espace vectoriel Ek “ VectpBkq soit stable par u et la matrice
de u|Ek

est

Jk “

¨

˚

˚

˝

0
1

1 0

˛

‹

‹

‚

P Mqk
pKq où qk “ dim Ek

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n “ dim E.
Si n “ 1 alors u “ 0 donc le résultat est clair.



Supposons le résultat vrai pour tout rang ď n ´ 1, montrons-le au rang n.
Complétons la base Bu,x de F par BG une base de G et posons B “ Bu,x Y BG. On a alors

MatBpuq “

ˆ

Jq 0
0 An´q

˙

avec q “ dim F et An´q P Mn´qpKq la matrice de u|G dans BG.
Si q “ n alors c’est fini.
Si q ă n alors on utilise l’hypothèse de récurrence sur u|G.

Décomposition de Jordan : Soit u P LpEqzt0u tel que χu soit scindé sur K de la forme

χupXq “

r
ź

k“1
pX ´ λkq

αk . Il existe une base B de E telle que

MatBpuq “

¨

˝

J1

Jr

˛

‚ avec @k P J1, rK, Jk “

¨

˚

˚

˝

λk

εk,2

εk,αk
λk

˛

‹

‹

‚

P Mαk
pKq

où εk,i P t0, 1u. On l’appelle forme réduite de Jordan.

Démonstration. D’après le lemme des noyaux et le théorème de Cayley-Hamilton, on a
E “ N1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Nr où Nk “ Kerpu ´ λkIdqαk . Chaque Nk est de dimension αk et est
stable par u, ainsi l’endomorphisme vk “ pu ´ λkIdq|Nk

est nilpotent d’indice la puissance
associée à λk dans πu. Par décomposition de Jordan pour un endormorphisme nilpotent,
il existe une base Bk de Nk telle que :

MatBk
pvkq “

¨

˚

˚

˝

0
εk,2

εk,αk
0

˛

‹

‹

‚

donc MatBk
pu|Nk
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¨

˚

˚

˝
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˛

‹

‹

‚

On obtient alors le résultat en concaténant les bases Bk.


