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Soit E un K-ev de dim finie. Soit u P LpEq tel que χu soit scindé.
Alors, il existe un unique couple pd, nq P LpEq2 tel que

• u “ d ` n

• d diagonalisable, n nilpotent
• d et n commutent

De plus, d et n sont des polynômes en u.

Démonstration. Comme χu est scindé, on écrit χupXq “

r
ź

k“1
pX ´ λkq

αk et @k P J1, rK,

Nk “ Kerpu ´ λkIdqαk . On note pk le projecteur de E sur Nk parallèlement à
À

i‰k Ni.
• Existence : D’après le théorème de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux, on a
E “ N1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Nr. Il suffit alors de définir d et n sur chaque Nk.
Soit k P J1, rK, posons dk “ λkId|Nk

et nk “ u|Nk
´ λkId|Nk

.
Donc dk, nk P LpNkq car Nk est stable par u et dk ˝ nk “ nk ˝ dk.
Par définition, dk est diagonale donc diagonalisable et on a bien u|Nk

“ dk ` nk.
Par définition de Nk, nαk

k “ 0. Posons alors α “ maxkPJ1,rK αk.

On pose d “

r
ÿ

k“1
λkpk et n “ u ´ d. Comme les pk sont des polynômes en u alors d et n

aussi, donc la commutativité de d et n vient de la commutativité dans Krus.
Ainsi, d est diagonalisable de même valeurs propres que u et nα “ 0 sur chaque Nk donc
sur E. D’où l’existence.
• Unicité : Supposons qu’il existe pd1, n1q une autre décomposition de Dunford de u.
Or, u ˝ d1 “ pd1 ` n1q ˝ d1 “ d1 ˝ pd1 ` n1q car d1 ˝ n1 “ n1 ˝ d1. Ainsi, d1 et n1 commutent
avec u et donc avec d et n (des polynômes en u).
Comme d et d1 commutent et sont diagonalisables alors elles sont codiagonalisables, ainsi
d ´ d1 est aussi diagonalisable.
Puisque n et n1 sont nilpotents, alors il existe p, q P N˚ tels que np “ 0 et n1q “ 0. Alors,
par la formule de Leibniz (car n et n1 commutent), on a pn ´ n1qp`q “ 0.
Par conséquent, d´d1 “ n´n1 est diagonalisable et nilpotent, c’est donc l’endomorphisme
nul.

Application : Soit A P MnpKq telle que χA soit scindé sur K.
A est diagonalisable ssi eA est diagonalisable.

Démonstration.
pñq Le sens direct est trivial qu’il y ait un scindage ou non (si A “ PDP ´1 alors
eA “ PeDP ´1).
pðq Supposons que eA est diagonalisable. Comme χA est scindé, utilisons la décomposition
de Dunford de A : A “ D ` N . Puisque D et N commutent, on a eN “ eAe´D. En
particulier, eA et e´D sont diagonalisables et commutent, donc sont codiagonalisables.
Ainsi, eN est lui aussi diagonalisable.

Soit q l’indice de nilpotence de N . Alors eN “

q
ÿ

k“0

Nk

k! . Donc eN ´ In “

q
ÿ

k“1

Nk

k! “ NP pNq.

P est un polynôme en N donc N et P pNq commutent. Ainsi eN ´ In est nilpotent et



diagonalisable (par codiagonalisation de eN et In). Donc eN “ In i.e.
q

ÿ

k“1

Nk

k! “ 0.

Or le polynôme minimal de N est Xq et il divise donc
q

ÿ

k“1

Xk

k! . Donc q “ 1 i.e. N “ 0.

D’où A “ D diagonalisable.

Remarque.
• On peut calculer la décomposition de Dunford de eA : eA “ eD ` eDpeN ´ Inq.

• A “

ˆ

1 1
0 2

˙

“

ˆ

1 0
0 2

˙

`

ˆ

0 1
0 0

˙

n’est pas une décomposition de Dunford (pas de

commutativité). La décomposition est A “ A ` 0.
• Contre-exemple à l’application : Pour eA “ In, l’équation ez “ 1 a pour solution

z “ 2ikπ. La matrice compagnon de P pXq “ pX ´ 2iπqpX ` 2iπq “ X2 ` 4π2 est

CP “

ˆ

0 ´4π2

1 0

˙

“ A non diagonalisable sur R. A “

ˆ

0 ´2π
2π 0

˙

fonctionne aussi.

• exppPAP ´1q “ P exppAqP ´1. L’application M ÞÑ PMP ´1 est un automorphisme

de MnpCq. D’où @n P N, P

˜

n
ÿ

k“0

1
k!A

n

¸

P ´1 “

n
ÿ

k“0

1
k!pPAP ´1

q
k.

De plus, M ÞÑ PMP ´1 est continue (car linéaire en dimension finie).
Par passage à la limite, on a le résultat.


