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Lemme : Soit n P N˚. Soient a, b P Dp0, 1q. Alors, |an ´ bn| ď n|a ´ b|.

Démonstration. |an ´ bn| “
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ÿ
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|an´1´kbk

|
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ď1

“ n|a ´ b|

Théorème central limite : Soit pXnqnPN˚ une suite de variables aléatoires i.i.d. de

moment d’ordre 2. Alors, Sn ´ nErX1s
a

nVarpX1q

L
ÝÑ N p0, 1q.

Démonstration. Quitte à centrer et à réduire en remplaçant Xn par Yn “
Xn ´ ErX1s
a

VarpX1q
.

On peut se ramener sans perte de généralité au cas où ErX1s “ 0 et VarpX1q “ 1.
D’après le théorème de Lévy, il suffit de montrer que @t P R, φ Sn?

n
ptq ÝÑ

nÑ`8
e´ t2

2 .
Soit n P N˚. Soit t P R.
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ź
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ź
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”

e
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car les Xk sont indépendants

“

´

E
”

e
it

X1?
n

ı¯n

“ φX1

ˆ

t
?

n

˙n

car les Xk ont même loi

Comme X1 admet un moment d’ordre 2 alors φX1 est de classe C2 avec

φ1
X1p0q “ EriX1s “ 0 et φ2

X1p0q “ Er´X2
1 s “ ´VarpX1q “ ´1

Donc, φX1 admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la forme

φX1phq “ 1 ´
h2

2 ` o
hÑ0

ph2
q “ 1 ´

h2

2 ` h2εphq où ε : R Ñ C et lim
hÑ0

εphq “ 0

Choisissons N P N˚ tel que @n ě N,
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ď 1. Comme |φX1phq| “ |EreihX1s| ď 1 alors
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par le lemme
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1 ´ t2

2n

¯n

ÝÑ
nÑ`8

e´ t2
2 “ φXptq où X „ N p0, 1q.

Par l’inégalité triangulaire, on trouve que @t P R, φ Sn?
n

ptq ÝÑ
nÑ`8

φXptq.

Donc d’après le théorème de Lévy, on a Sn
?

n
L

ÝÑ N p0, 1q.



Application : Intervalle de confiance asymptotique
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi Bppq avec p Ps0, 1r. Soit α Ps0, 1r.
Un intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 ´ α est

I1´α “

»

–X̄n ´ qα

d

X̄np1 ´ X̄nq

n
, X̄n ` qα

d

X̄np1 ´ X̄nq

n

fi

fl

Démonstration. Par la loi faible des grands nombres, X̄n
P

ÝÑ p donc par continuité,
b

X̄np1 ´ X̄nq
P

ÝÑ
a

pp1 ´ pq. De plus, par le TCL,
?

npX̄n ´ pq
a

pp1 ´ pq

L
ÝÑ N p0, 1q.

D’après le lemme de Slutsky (si Xn
L

ÝÑ X et Yn
P

ÝÑ c alors XnYn
L

ÝÑ cX)

Zn “

?
npX̄n ´ pq

b

X̄np1 ´ X̄nq

“

?
npX̄n ´ pq

a

pp1 ´ pq
ˆ

a

pp1 ´ pq
b

X̄np1 ´ X̄nq

L
ÝÑ N p0, 1q „ Z

Par convergence en loi, @t P R, FZnptq Ñ FZptq donc PpZn P r´t, tsq Ñ PpZ P r´t, tsq.
Posons qα “ F ´1

Z

`

1 ´ α
2

˘

le quantile d’ordre 1 ´ α
2 de la N p0, 1q. Donc,

PpZn P r´qα, qαsq ÝÑ
nÑ`8

PpZ P r´qα, qαsq “ 1 ´ α

Or, PpZn P r´qα, qαsq “ P
ˆ

X̄n ´ qα

b

X̄np1´X̄nq

n
ď p ď X̄n ` qα

b

X̄np1´X̄nq

n

˙

.


