Théoréeme central limite

o Bernis, Analyse pour l'agrégation de mathématiques, 40 développements. (207-215)

Lemme : Soit n € N*. Soient a,b € D(0,1). Alors, |a" — b"| < n|a — b|.
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Démonstration. |a™ —b"| = |(a — b) Z a" R < a — b Z la" k| = n|a — b| O
k=0 =0 T

<

Théoréme central limite : Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. de

S —nBIN 2, v, 1),

moment d’ordre 2. Alors,
nVar(X7)

X, — E[X;]
v/ Var(X,)
On peut se ramener sans perte de généralité au cas ou E[X;] = 0 et Var(X;) = 1.

D’apres le théoreme de Lévy, il suffit de montrer que Vi € R, s, (t) e e~ 7.
v n—
Soit n € N*. Soit ¢t € R.
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car les X}, sont indépendants

Démonstration. Quitte a centrer et a réduire en remplagant X,, par Y,, =
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= (E [e tﬁ]) = ©x, () car les X ont méme loi

Comme X; admet un moment d’ordre 2 alors ¢x, est de classe C? avec
¢, (0) =E[iX;] =0 et ¢% (0)=E[-X]]=—Var(X;) = —1

Donc, px, admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la forme

h? 5 r: o, . .
vx, (h) =1—5+h20(h ) zl—E—i—ha(h) one:R—Cet ]lllir(l)e(h)—O
t? .
Choisissons N € N* tel que Vn > N, '1 ~ 5 < 1. Comme |py, (h)| = [E[e*X1]] < 1 alors
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Or ( — %)n ey = ox(t) ot X ~ N(0,1).
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Par I'inégalité triangulaire, on trouve que Vit € R, ¢ 5 (t) — px(t).

2\"
() — (1 ——
pa0-(1-3)

<n

E—
n—+00

— 2

n——+00

Sh
Donc d’apres le théoreme de Lévy, on a T N N(0,1). O
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Application : Intervalle de confiance asymptotique
Soit (X1, ..., X,) un échantillon de loi B(p) avec p €]0, 1[. Soit « €]0, 1[.
Un intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 — « est

_ IX,(1-X,) - X, (1- X,
Il—a: Xn*Qa (n>aXn+QO¢ (n)

Démonstration. Par la loi faible des grands nombres, )_( N p donc par continuité,

A/ X —> 4/p(1 = p). De plus, par le TCL, \/7( n=P) c — N(0,1).

‘ r(l=p)
D’apres le lemme de Slutsky (si X, £ X et Y, =, ¢ alors XY, £, cX)

X, — 1 —

7 _ z_o>:f ,;Nm ,
VX (1 - X, VP 1— J1— X

Par convergence en loi, Vt € R, Fy (t) — Fz(t) donc P(Z, € [—t,t]) — P(Z € [—t,1]).

Posons ¢, = F,* (1 — %) le quantile d’ordre 1 — § de la N(0,1). Donc,

P(Z, €[~ da]) — P(Z€[-Gn,au]) =1—a
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OI‘7 ]P(Zn € [_QOU qoc]) =P (Xn - Qa\/@ <p < Xn + qa\/@) ) ]



