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• Queffélec, Zuily, Analyse pour l’agrégation. (271-272)

On note A l’ensemble des fonctions continues sur r0, 1s qui ne sont dérivables en aucun
point de r0, 1s.
Alors A contient une intersection dénombrable d’ouverts dense de C0pr0, 1sq.
Et A est dense dans C0pr0, 1sq.

Démonstration.
Comme

`

C0pr0, 1sq, } ¨ }8

˘

est complet, alors par le théorème de Baire, il suffit de montrer
que Ac est contenu dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.
Comme Ac est l’ensemble des fonctions continues dérivables en au moins un point de r0, 1s

alors pour f P Ac, il existe x0 P r0, 1s tel que fpx0q ´ fpyq

x0 ´ y
est bornée lorsque y Ñ x0.

On pose @n P N˚, Fn “ tf P C0pr0, 1sq, Dx P r0, 1s, @y P r0, 1s, |fpxq ´ fpyq| ď n|x ´ y|u.
Ainsi, Ac Ă

ď

nPN˚

Fn.

• Montrons que @n P N˚, Fn est fermé.
Soit n P N˚. Soit pfkqkPN P FN

n qui converge vers f P C0pr0, 1sq. On a

@k P N, Dxk P r0, 1s, @y P r0, 1s, |fkpxkq ´ fkpyq| ď n|xk ´ y| p‹q

On a donc créé une suite pxkqkPN de r0, 1s, c’est un compact donc il exite une sous-suite
pxφpkqqkPN qui converge vers x0 P r0, 1s.
Soit y P r0, 1s. On souhaite montrer que lim

kÑ`8
fφpkqpyq ´ fφpkqpxφpkqq “ fpyq ´ fpx0q

On a @k P N,
ˇ

ˇ

ˇ

´

fφpkqpyq ´ fφpkqpxφpkqq

¯

´

´

fpyq ´ fpx0q

¯
ˇ

ˇ

ˇ
ď |fφpkqpyq ´ fpyq| ` |fφpkqpxφpkqq ´ fpxφpkqq|

` |fpxφpkqq ´ fpx0q|

ď 2 }fφpkq ´ f}8
loooooomoooooon

ÝÑ
kÑ`8

0

` |fpxφpkqq ´ fpx0q|
looooooooomooooooooon

ÝÑ
kÑ`8

0 car f P C0

En passant à la limite dans p‹q on obtient |fpyq ´ fpx0q| ď n|y ´ x0|.
Donc, f P Fn. Ainsi, Fn est fermé.
• Montrons que @n P N, F̊n “ H.
Soit f P C0pr0, 1sq. On va montrer que @ε ą 0, Bpf, εq X F c

n ‰ H. Or,
F c

n “ tg P C0
pr0, 1sq, @x P r0, 1s, Dy P r0, 1s, |fpxq ´ fpyq| ą n|x ´ y|u

Soit ε ą 0. D’après le théorème de Weierstrass, les polynômes sont denses dans les fonc-
tions continues. Donc, il existe un polynôme P tel que }P ´ f}8 ď

ε

2.
L’idée est d’ajouter à P une fonction g0 P C0pr0, 1sq telle que P ` g0 P F c

n.

Soit N P N˚. Comme r0, 1s “

N´1
ď

k“0

„

k

N
,
k ` 1

N

ȷ

alors, on pose g0 une fonction 1
N

-périodique

définie par
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La fonction g0 P C0pr0, 1sq et est dérivable sauf en un nombre fini de points et |g1
0pxq| “

εN

2 .

De plus, sup
xPr0,1s

|g0pxq| “
ε

4. On pose g “ P ` g0. Ainsi,

}f ´ g}8 ď }f ´ P }8 ` }g0}8 ď
ε

2 `
ε

4 ă ε

Donc g P Bpf, εq.
Il reste à montrer que g P F c

n. Par l’inégalité triangulaire inverse, on a @px, yq P r0, 1s2,

|gpyq ´ gpxq| ě

ˇ

ˇ

ˇ
|g0pyq ´ g0pxq| ´ |P pyq ´ P pxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ě |g0pyq ´ g0pxq| ´ |P pyq ´ P pxq|

ě |g0pyq ´ g0pxq| ´ M |y ´ x|
loooomoooon

inégalité des
accr. finis

où M “ sup
xPr0,1s

|P 1
pxq|

Pour x P r0, 1s fixé, on choisit y sur le même segment
“

k
2N

, k`1
2N

‰

.
Sur cet intervalle, g0 est dérivable donc par le théorème des accroissements finis, il existe
c entre x et y tel que |g0pyq ´ g0pxq| “ |g1

0pcq||y ´ x| “
εN

2 |y ´ x|.

Ainsi, @x P r0, 1s, Dy P r0, 1s, |gpyq ´ gpxq| ě

ˆ

εN

2 ´ M

˙

|y ´ x|.

Il suffit alors de prendre N P N tel que εN

2 ´ M ą n i.e. N ą
2pM ` nq

ε
.

On a alors trouvé g P F c
n X Bpf, εq. Donc F̊n “ H.

En prenant le complémentaire, on a
č

nPN˚

F c
n “

˜

ď

nPN˚

Fn

¸c

Ă A.

Finalement, pF c
nqnPN˚ est une suite d’ouverts denses dans C0pr0, 1sq.

Remarque. x ÞÑ

`8
ÿ

n“0

dp4nx,Zq

4n
est continue sur R mais n’est dérivable en aucun point.

Démonstration. (Hauchecorne p.161-162)
La fonction g : x ÞÑ dpx,Zq est 1-périodique et @x P

“

´1
2 , 1

2

‰

, g “ | ¨ |.
Donc, g est à valeurs dans

“

0, 1
2

‰

sur R, elle est donc 1-lipschitzienne sur R.

Posons @n P N, un : x ÞÑ
gp4nxq

4n
une fonction 1-lipschitienne et 4´n-périodique.

@n P N, @x P R, |unpxq| ď
1

2 ˆ 4n

Donc, par le théorème de comparaison,
ÿ

un converge uniformément sur R.

On a alors l’existence de f : x ÞÑ

`8
ÿ

n“0

gp4nxq

4n
qui est continue sur R en tant que limite

uniforme d’une suite de fonctions continues.
En faisant le taux d’accroissement, on a pour a P R,

fpa ` 4´nq ´ fpaq

4´n
“

n´1
ÿ

k“0

ukpa ` 4´nq ´ ukpaq

4´n

Or le coefficient directeur de uk est ˘1. Donc, on fait une somme de n termes égaux à
˘1. Donc, le taux d’accroissement sera soit pair (si n est pair) soit impair. Ce qui est

impossible. Donc, fpa ` 4´nq ´ fpaq

4´n
n’admet pas de limite.


