Théoréme de Weierstrass (convolution)

o Gourdon, Analyse. (304-305)

On dit qu'une suite (X, )nen €st une approzimation de l'unité si :
e YneN, x, =0
e (Xn)nen est une suite de fonctions de C2(R, C)
e VneN, [x,[1 =1

e Ya >0, lim Xn(t)dt =0

n—+00 t|=a

Lemme 1 : Soit (X, )neny une approximation de I'unité. Soit f € CO(R, C).
Alors (f * Xn)nen converge uniformément vers f sur R.

Démonstration. Soit € > 0. Comme f € C2(R,C), alors d’apres le théoréme de Heine, la
fonction f est uniformément continue sur R.
Il existe @ > 0 tel que Yo,y e R, [z —y| <a = |f(zx)— fly)|<e ()
D’autre part, par définition de 'approximation de I'unité, on peut choisir N € N tel que
Vn = N, Xn(t)dt <e  (xx)

[t|=a

Soit z € R. Soit n > N.

xn * f(2) = f(@)] = || xn(t)f(z — 1) dt — f(z)
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Ainsi, |xn * f = [lo < (2] f|eo + 1). D’ott la convergence uniforme sur R. O

Lemme 2 : On consideére (p,)nen approximation de 'unité définie par

1
VneN, p,: R - C oﬁanzf (1—t*)"dt
1—1)" -
0 20 an) Lge<y

Soit f € C.(R,C) nulle en dehors de [—1,1].
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Alors, Vn € N, f *p, est une fonction polynomiale sur [—%, %]




Démonstration. Soit z € [—3,1]. Soit n e N. p, « f(z) = J2 pu(x —t) f(t) dt.

1
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Pour z te[ 2,5] |z — t| < 1 donc en développant
1—(z—t)2)" &
pn(:c—t)=< ( )) :qu(t)xk
ln k=0

ou g est un polynoéme en t. Ainsi, f * pn est blen un polynome en x sur [—

fopalz) = f_ qr(t

D’aprés le lemme 1, (f * Dy )nen converge umformement vers f sur [—%7 %] O
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Théoréme de Weierstrass : Toute fonction continue f : [a, b] — C est limite uniforme
sur [a,b] d’'une suite de polyndmes.

Démonstration. Soit f : [a,b] — C continue. Soit (¢, d) € R? tel que [a, b] = [, d].
On prolonge f sur [¢, a] par une fonction affine prenant

O en cet f(a) en a et sur [b,d] en prenant f(b) en b et

0 en d. Puis on la prolonge sur R par 0 en dehors de

[c,d]. Donc f € CO(R,C). , ,
Par changement de variables, on se rameéne a ! !

[e,d] = [-1, 1] | ¢ @ b d
Donc, d’apres le lemme 2, elle est limite uniforme de polynomes. O

1

Application : Soit f € C°([0,1],R) tel que Vn € N, J t"f(t)dt = 0. Alors, f = 0.
0 1

Démonstration. Par linéarité, on a pour tout P € R[X], P(t)f(t) dt = 0.

Par le théoreme de Weierstrass, il existe (P,)nen € R[X ] qui converge vers f sur [0, 1],
1

donc Vn € N, ij (t)f(t)dt = 0. Or, J f(t)*dt — J P,t)ft)dt| < || f]o
Donc, ‘()2dt = lir IBZ dt =0. (
onc, L f(t)=dt im L (t)f(t)dt (%)
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Si Yz € [0,1], F(z) = J f(t)*dt alors F'(z) = f(z)? = 0 et F est croissante avec
0
F(0) =0et F(1) =0 par (x). Donc F = 0 sur [0, 1], ainsi f? puis f aussi. O

Application : Le théoreme de Weierstrass n’est plus valable si on remplace 1’ensemble des
fonctions continues sur un segment par I’ensemble des fonctions continues sur R.

Démonstration. Soit f : R — R la limite uniforme sur R d’une suite de fonctions polyno-
miales (P, ),en. Premierement f est continue.

Montrons en fait que f est une fonction polynomiale. Le critere de Cauchy uniforme en-
traine que IN e N, ¥Yn > N, Vx e R, |P,(z) — Py(z)| < 1.

Ainsi, Vn > N, Py — P, est une fonction polynomiale bornée sur R, donc constante.
Autrement dit, Yn > N, Ja, € R, P, = Py + a,. Comme la suite (P, (0)),en converge
alors la suite (a,)n=n = (P,(0) — Py(0)),>n aussi. Notons a sa limite. Ainsi,

VreR, f(z) = lir}rlf P,(z) = hm P\( )+ a, = Py(x) +a
n—-+0oo
Donc, f est une fonction polynomiale. ]

Remarque. Le théoréeme de Stone-Weierstrass est une généralisation qui remplace [a, b]
par un espace compact quelconque.
Les applications ne viennent d’aucune source.



