Prolongement de la fonction Gamma
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La fonction I' est holomorphe sur €y = {z € C, Re(z) > 0}.
Elle se prolonge sur C en une fonction méromorphe, avec des poles simples aux entiers
—n, de résidu %

Démonstration.
« Montrons que I est holomorphe sur Qy. On pose [ : (2,t) — e ‘7! sur Qy x RT*.

* Pour tout z € Q, t — f(z,t) est mesurable sur R** (car continue).
* Pour pp t € R*™, 2 — f(z,t) est holomorphe sur €.

* Soit K < Qg un compact. Il existe a,b € R™ tels que Re(K) < [a, b] (par continuité
de z — Re(z) sur K un compact, il existe un min : a et un max : b). Alors, pour
ze KetteRY, ona
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Comme t°~"e Lo (tz) et t o fica alors par comparaison (intégrales

de Riemann convergentes : 1 —a < 1), elle est intégrable sur R**.

Par le théoreme d’holomorphie sous signe intégral, on a que I'" est holomorphe sur €.
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En développant 'exponentielle, on a Vt €]0,1[, e
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Vérifions qu’on peut intervertir la somme et I'intégrale.
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Comme Re(z) > 0, alors ¢ — e't®e(*)~1 est intégrable sur ]0, 1[.

Ainsi, grace au théoreme de Fubini (appliqué a la mesure produit de la mesure de Lebesgue
et de la mesure de comptage), on peut intervertir la somme et 'intégrale :

Jl efttzfl dt = +200 (_1)n Jl thrzfl dt = +ZOO (_1>n
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o Montrons que g : z — Z '7_” est méromorphe sur C.
nl(z+n

Soit Z fn une série de fonctions méromorphes sur U un ouvert de C.

Pour tout compact K < U, AN € N, Vn > Nk, les f, n’ont pas de poles dans K et
Z fn converge uniformément sur K.

n=Ng

Alors Z fn est méromorphe sur U et on peut dériver la série terme a terme.
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Soit K un compact de C. Il existe N € N tel que K < D(0, N).
Ainsi, Yn > N, g, n’a pas de pole dans K. De plus, Vz € K,ona |z+n| = n—|z| =n—N.

VneN, g,:z— est méromorphe sur C avec pour seul péle (simple) —n.

Dong, Vz € K, |g.(2)] < série convergente) et Z gn est normalement conver-

e
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gente sur K. Le théoréeme précédent montre que g est une fonction méromorphe sur C
dont tous pdles (simples) sont les entiers négatifs.

« Montrons que I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C.

Soit K un compact de C. Il existe M € R** tels que Re(K) < [—M, M]. Alors, pour

zeKett>=1 onal|f(zt) =t let <tM-let = o (1)
t—+oo \ t2

Par comparaison avec une intégrale de Riemann, elle est intégrable sur [1, +co[. De plus,

la mesurabilité et I’holomorphie se fait exactement comme sur €.
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Ainsi, par le théoréeme d’holomorphie sous signe intégral, z — J e '*71dt est holo-
1

morphe sur C.

Or la somme de cette fonction et de g est aussi holomorphe sur C et comme sur €2,
elle coincide avec I'. Alors par le théoreme de prolongement analytique (car C\(—N) est
connexe), on a que I se prolonge en une fonction méromorphe sur C :

['(z) = +Z°0 =Dt + fﬂo e Tl de O
B — nl(z + n) 1



