SO;(R) et les quaternions

o Perrin, Cours d’algébre.

H est une algebre de dimension 4 sur R de base (1,1, 7, k).
Pour ¢ = a + bi + ¢j + dk € H, on définit la norme N(q) = 1/q7 = Va2 + b2 + 2 + d2.

N "N — N(ag—d
On a le produit scalaire (g, ¢') = (¢+4) . (a—d)

Z(H) = R car aucun quaternion non réel ne commute avec i, j et k.
On a Vq,r € H, gr = T g (juste vérifier pour i, j, k grace a la R-linéarité de la conju-
gaison et la R-bilinéarité de x).

Soit G le groupe des quaternions de H de norme 1.
On a un isomorphisme G/{+1} — SO3(R).

Démonstration.
 Faisons agir G —~ H par automorphismes intérieurs (action non triviale car H n’est pas
abélien). Pour tout ¢ € G, notons S,: H — H (car ge G et qq = 1)

¢ — qdq ' =qdq
Sy est R-linéaire et bijective d’inverse Sg. Donc on peut définir
S: G — GL4R) ~GL(H)
q = Sq

C’est un morphisme car Sy, 4,(¢') = ¢1¢2¢'2¢1 = Sqy © Sg,(¢).

Donc S est bien une action G —~ H.

« Calcul de KerS : Soit g € KerS i.e. S; = Idg. Donc V¢’ € H, S,(¢') = ¢ ainsi ¢¢' = ¢'q.
Donc ge Z(H) n G =R n G = {£1}. D’ou KerS = {+1}.

« Pour ¢ € G, montrons que S, est une isométrie i.e. S; conserve la norme N :

En effet, pour ¢’ € H, N(S,(¢')) = N(¢q'q) = N(¢)N(¢')N(q) = N(¢).

Ainsi, Vg € G, S, € O4(R).

« En fait, on va méme montrer que c’est une isométrie de O3(R). Notons P = {bi + ¢j +
dk, (b,c,d) € R3} I'ensemble des quaternions purs P est I'orthogonal de R= R1 pour le
produit scalaire dont provient N i.e. H=R® P.

Ainsi comprendre S, (pour g € G) revient a comprendre Sy et Sy p.

On a Syr = Idg car R = Z(H). Donc R est stable par S, et comme S, € O4(R), alors
P= R est stable par S,.

Posons s, = Sy p, on a toujours que s, conserve la norme N, ainsi s, € O3(R). Par
conséquent, s : G — O3(R) est un morphisme tel que Kers = {£1}.

« Plongement dans SO5(R) : Par rapport a la topologie naturelle de O3(R), s est continue.
En effet, si ¢ = a + bi + ¢j + dk € G alors on peut calculer les coefficients de la matrice
s, dans la base (i, j,k) : ce sont des polynémes homogenes de degré 2 en les coefficients
a,b,c,d, d’ou la continuité.

sq(1) = qiq = i(a® + b* — ¢ — d*) + 2j(bc + ad) + 2k(bd — ac) donc sy 1 = a® + b* — * — d?
et s19 = 2(bc + ad)...

L’application det : O3(R) — {£1} est continue. Donc deto s: G — {£1}.

Or G est connexe (car homéomorphe a la sphere S?). Donc deto s(G) est connexe et
inclus dans {+1}. Comme det(s;) = det(Id) = 1, alors det o s(G) = {1}.

Finalement, s(G) < SO3(R).

« Montrons que s(G) = SO3(R) (i.e. s est bijective). Pour cela, on montre que tous les
renversements sont atteints. Soit g € P n G.



Comme ¢ € G, alors s,(q) = qqq = q. Donc, s, fixe ¢, c’est UNE rotation d’axe {g).
D’autre part, ¢ € P donc ¢ = —¢ donc ¢*> = —qq = —1.

Et (s4)* = s;2 = s—1 = Id, d’ou s, est une involution i.e. LE renversement d’axe (g).

Or les renversements engendrent SO3(R). Donc s(G) = SO3(R).

Par le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient bien que G/{£1} ~ SO3(R). O

Remarque. Ce théoréme revient a dire que « Toute rotation de R? peut étre vue comme
un quaternion de norme 1 ».
En fait on a une isométrie ¢: (P, | o) — (R3] Dean)

bi +cj +dk — (b, c,d)

Corollaire : SU>(C)/{I5} ~ SO3(R).

Démonstration. Considérons C comme un sous-corps de H et (1,7) comme une base du
C-espace vectoriel H (¢ = a + bi + ¢j + dk = (a + ib) + j(c — di)).
On a G —~ H par ¢ — (T, : ¢ — q¢') avec T, € GLy(C).

Siqg=1\+ jualors T, = (2 —5\,u> et det T, = [A]* + |u|* =1 car g € G.
Donc T, € SU(C) et q — T, est bijectif. D’ou G' ~ SU,(C). O

Rappels : O(F) est engendré par les réflexions.
Sin =dimFE > 3, alors SO(E) est engendré par les renversements.

Démonstration.

e Soit ue O(FE). Posons Fix(u) = {r € E, u(x) =z} et d, = n — dim Fix(u).

Montrons que u est le produit d’au plus d,, réflexions (par récurrence sur d,).

Sid, =0 alors © = Id. Donc c’est vrai.

Supposons d,, > 0. Soit x € Fix(u)\{0}.

Posons y = u(x), alors y # x (car x ¢ Fix(u)) et y € Fix(u)! (car u-stable).

Comme |z|| = |y| alors (z —y | x +y) = 0. Donc (x —y) L (z +y).

Soit r la réflexion définie par x — y.

Ainsi, r(x —y) =y —z et r(x +y) = 2 +y. Donc 7(y) = x. Comme z — y € Fix(u)* alors
Tpixu) = 1d, d’ott Fix(u) < Fix(ru) et x € Fix(ru)\Fix(u) alors d,, < d,,.

Par récurrence, ru =ry...1, et k < d,,. Ainsi, u=rry...rp et k+1 < d,.

e Sin = 3. Soit u € SO(F). Donc u s’écrit comme produit d’au plus 3 réflexions et
comme detu = 1 alors u est le produit de 0 ou 2 réflexions.

Si u # 1d (Id produit de 0 réflexions) alors u = 77y o 71,79 sont 2 réflexions.

Comme n = 3 alors —r; = o, est un renversement. D’ou u = g105.

e Sin>3,onau=ry...ry (nombre pair de réflexions). Il suffit alors de montrer que
pour toutes réflexions rq, s, il existe o1, 0o des renversements tels que riry = g105.
Soient Hy, Hs les hyperplans de 7y, 5.

Soit V' < Hy n Hy tel que dimV = n —3 (OK car n > 3), uy = Id et u(V*) < V*
D’apres le premier cas, ujy1 = 010,. On obtient le résultat en prolongeant les o; par Id
sur V. O



