
SO3pRq et les quaternions

• Perrin, Cours d’algèbre.

H est une algèbre de dimension 4 sur R de base p1, i, j, kq.
Pour q “ a ` bi ` cj ` dk P H, on définit la norme Npqq “

?
qq̄ “

?
a2 ` b2 ` c2 ` d2.

On a le produit scalaire xq, q1y “
Npq ` q1q ´ Npq ´ q1q

4 .
ZpHq “ R car aucun quaternion non réel ne commute avec i, j et k.
On a @q, r P H, qr “ r q (juste vérifier pour i, j, k grâce à la R-linéarité de la conju-
gaison et la R-bilinéarité de ˆ).

Soit G le groupe des quaternions de H de norme 1.
On a un isomorphisme G{t˘1u Ñ SO3pRq.

Démonstration.
• Faisons agir G ñ H par automorphismes intérieurs (action non triviale car H n’est pas
abélien). Pour tout q P G, notons Sq : H Ñ H

q1 ÞÑ qq1q´1 “ qq1q̄
(car q P G et qq̄ “ 1)

Sq est R-linéaire et bijective d’inverse Sq̄. Donc on peut définir
S : G Ñ GL4pRq » GLpHq

q ÞÑ Sq

C’est un morphisme car Sq1q2pq1q “ q1q2q
1q̄2q̄1 “ Sq1 ˝ Sq2pq1q.

Donc S est bien une action G ñ H.
• Calcul de KerS : Soit q P KerS i.e. Sq “ IdR. Donc @q1 P H, Sqpq1q “ q1 ainsi qq1 “ q1q.
Donc q P ZpHq X G “ R X G “ t˘1u. D’où KerS “ t˘1u.
• Pour q P G, montrons que Sq est une isométrie i.e. Sq conserve la norme N :
En effet, pour q1 P H, NpSqpq1qq “ Npqq1q̄q “ NpqqNpq1qNpq̄q “ Npq1q.
Ainsi, @q P G, Sq P O4pRq.
• En fait, on va même montrer que c’est une isométrie de O3pRq. Notons P “ tbi ` cj `

dk, pb, c, dq P R3u l’ensemble des quaternions purs P est l’orthogonal de R“ R1 pour le
produit scalaire dont provient N i.e. H “ R ‘ P .
Ainsi comprendre Sq (pour q P G) revient à comprendre Sq|R et Sq|P .
On a Sq|R “ IdR car R “ ZpHq. Donc R est stable par Sq et comme Sq P O4pRq, alors
P “ RK est stable par Sq.
Posons sq “ Sq|P , on a toujours que sq conserve la norme N , ainsi sq P O3pRq. Par
conséquent, s : G Ñ O3pRq est un morphisme tel que Kers “ t˘1u.
• Plongement dans SO3pRq : Par rapport à la topologie naturelle de O3pRq, s est continue.
En effet, si q “ a ` bi ` cj ` dk P G alors on peut calculer les coefficients de la matrice
sq dans la base pi, j, kq : ce sont des polynômes homogènes de degré 2 en les coefficients
a, b, c, d, d’où la continuité.
sqpiq “ qiq̄ “ ipa2 ` b2 ´ c2 ´ d2q ` 2jpbc ` adq ` 2kpbd ´ acq donc s1,1 “ a2 ` b2 ´ c2 ´ d2

et s1,2 “ 2pbc ` adq...
L’application det : O3pRq Ñ t˘1u est continue. Donc det ˝ s : G Ñ t˘1u.
Or G est connexe (car homéomorphe à la sphère S3). Donc det ˝ spGq est connexe et
inclus dans t˘1u. Comme detps1q “ detpIdq “ 1, alors det ˝ spGq “ t1u.
Finalement, spGq Ă SO3pRq.
• Montrons que spGq “ SO3pRq (i.e. s est bijective). Pour cela, on montre que tous les
renversements sont atteints. Soit q P P X G.



Comme q P G, alors sqpqq “ qqq̄ “ q. Donc, sq fixe q, c’est UNE rotation d’axe xqy.
D’autre part, q P P donc q “ ´q̄ donc q2 “ ´qq̄ “ ´1.
Et psqq2 “ sq2 “ s´1 “ Id, d’où sq est une involution i.e. LE renversement d’axe xqy.
Or les renversements engendrent SO3pRq. Donc spGq “ SO3pRq.
Par le premier théorème d’isomorphisme, on obtient bien que G{t˘1u » SO3pRq.

Remarque. Ce théorème revient à dire que « Toute rotation de R3 peut être vue comme
un quaternion de norme 1 ».
En fait on a une isométrie φ : pP, x¨ | ¨yHq Ñ pR3, x¨ | ¨ycanq

bi ` cj ` dk ÞÑ pb, c, dq

Corollaire : SU2pCq{tI2u » SO3pRq.

Démonstration. Considérons C comme un sous-corps de H et p1, jq comme une base du
C-espace vectoriel H (q “ a ` bi ` cj ` dk “ pa ` ibq ` jpc ´ diq).
On a G ñ H par q ÞÑ pTq : q1 ÞÑ qq1q avec Tq P GL2pCq.

Si q “ 1λ ` jµ alors Tq “

ˆ

λ ´µ̄

µ λ̄

˙

et det Tq “ |λ|2 ` |µ|2 “ 1 car q P G.

Donc Tq P SU2pCq et q ÞÑ Tq est bijectif. D’où G » SU2pCq.

Rappels : OpEq est engendré par les réflexions.
Si n “ dim E ě 3, alors SOpEq est engendré par les renversements.

Démonstration.
• Soit u P OpEq. Posons Fixpuq “ tx P E, upxq “ xu et du “ n ´ dim Fixpuq.
Montrons que u est le produit d’au plus du réflexions (par récurrence sur du).
Si du “ 0 alors u “ Id. Donc c’est vrai.
Supposons du ą 0. Soit x P FixpuqKzt0u.
Posons y “ upxq, alors y ‰ x (car x R Fixpuq) et y P FixpuqK (car u-stable).
Comme }x} “ }y} alors px ´ y | x ` yq “ 0. Donc px ´ yq K px ` yq.
Soit r la réflexion définie par x ´ y.
Ainsi, rpx ´ yq “ y ´ x et rpx ` yq “ x ` y. Donc rpyq “ x. Comme x ´ y P FixpuqK alors
r|Fixpuq “ Id, d’où Fixpuq Ă Fixpruq et x P FixpruqzFixpuq alors dru ă du.
Par récurrence, ru “ r1 . . . rk et k ď dru. Ainsi, u “ rr1 . . . rk et k ` 1 ď du.
• Si n “ 3. Soit u P SOpEq. Donc u s’écrit comme produit d’au plus 3 réflexions et
comme det u “ 1 alors u est le produit de 0 ou 2 réflexions.
Si u ‰ Id (Id produit de 0 réflexions) alors u “ r1r2 où r1, r2 sont 2 réflexions.
Comme n “ 3 alors ´ri “ σi est un renversement. D’où u “ σ1σ2.
• Si n ą 3, on a u “ r1 . . . r2p (nombre pair de réflexions). Il suffit alors de montrer que
pour toutes réflexions r1, r2, il existe σ1, σ2 des renversements tels que r1r2 “ σ1σ2.
Soient H1, H2 les hyperplans de r1, r2.
Soit V Ă H1 X H2 tel que dim V “ n ´ 3 (OK car n ą 3), u|V “ Id et upV Kq Ă V K.
D’après le premier cas, u|V K “ σ1σ2. On obtient le résultat en prolongeant les σi par Id
sur V .


