
Simplicité de An (où n ě 5)

• Rombaldi, Mathématiques pour l’agrégation, Algèbre et géométrie.

Lemme 1 : Si n ě 3, alors An est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. Notons G le sous-groupe engendré par les 3-cycles.
On a bien G Ă An (tous les éléments de G ont pour signature 1).
Soit σ P An. Comme Sn est engendré par les transpositions alors σ s’écrit comme produit
d’un nombre pair de transpositions (car εpσq “ 1q. Or pour tous i, j, k, ℓ P J1, nK distincts,

pi jqpi kq “ pi k jq et pi jqpk ℓq “ pi j kqpj k ℓq

Donc, le produit de 2 transpositions distinctes est un produit de 3-cycles. Par conséquent,
σ s’écrit comme un produit de 3-cycles. Ainsi, σ P G. D’où G “ An.

Lemme 2 : Si n ě 5 alors les 3-cycles sont conjugués dans An.

Démonstration. Les 3-cycles sont une classe de conjugaison dans Sn.
Prenons pa b cq et pd e fq deux 3-cycles de An.
Donc il existe σ P Sn tel que σpa b cqσ´1 “ pd e fq. Si σ P An, alors c’est fini.
Supposons que σ R An. Comme n ě 5 alors il existe i, j R ta, b, cu distincts.
On pose σ1 “ σpi, jq P An et σ1pa b cqσ1´1 “ pd e fq.
Finalement, deux 3-cycles quelconques sont conjugués dans An.

Si n ě 5 alors An est simple (i.e. les sous-groupes distingués de An sont tIdu et An).

Démonstration. Soit H Ÿ An tel que H ‰ tIdu. Montrons que H “ An.
Grâce aux lemmes, il suffit de montrer que H possède un 3-cycle. Soit σ P HztIdu.
Alors il existe a, b P J1, nK distincts tels que σpaq “ b.
Comme n ě 5 alors il existe c R ta, b, σpbqu. On pose γ “ pa b cq et σ2 “ σγσ´1γ´1.
Comme γ P An et σ P H (donc σ´1 P H) alors γσ´1γ´1 P H car H Ÿ An.
Donc le produit σ2 “ σγσ´1γ´1 P H. De plus,

σ2 “ σpa b cqσ´1
pa c bq “ pσpaq σpbq σpcqqpa c bq “ pb σpbq σpcqqpa c bq

Donc le support de σ2 a au plus 5 éléments et εpσ2q “ 1. Il n’y a donc que 4 possibilités :
• σ2 “ Id i.e. σγ “ γσ, ce qui est impossible car σγpaq “ σpbq ‰ c “ γpbq “ γσpaq.
• σ2 est un 3-cycle. Donc H possède un 3-cycle, ce qui conclut la démonstration.
• σ2 est le produit de 2 transpositions à supports disjoints : σ2 “ pi jqpi kq.

Prenons m R ti, j, k, ℓu (licite car n ě 5) et posons

σ3 “ σ2
loomoon

PH

pi j mqσ´1
2 pi m jq

loooooooooomoooooooooon

PH Ÿ An

“ pj i mqpi m jq “ pi j mq P H

• σ2 est un 5-cycle : σ2 “ pi j k ℓ mq. On pose

σ3 “ pi j kqσ2pi k jq
loooooooomoooooooon

PH Ÿ An

σ´1
2

loomoon

PH

“ pi j kqpj ℓ kq “ pi j ℓq P H

Donc dans tous les cas on trouve un 3-cycle appartenant à H. D’où la simplicité de An.



Remarque.
• A1 et A2 sont triviaux donc simples. A3 “ tId, p1 2 3q, p1 3 2qu » Z{3Z donc simple.
• D “ tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu le groupe des bi-transpositions est distin-

gué dans A4, donc il n’est pas simple.
• C’est un résultat fondamental dans la théorie de Galois : Sn est résoluble ssi n ď 4.

Si n ě 5, la suite tIdu Ÿ An Ÿ Sn est de Jordan-Hölder i.e. les quotients successifs
sont des groupes simples.
Or un groupe fini est résoluble ssi toute suite de Jordan-Hölder a pour quotient
uniquement des nombres premiers.
@n ě 5, An n’est pas d’ordre premier donc An{tIdu non plus, ainsi Sn n’est pas
résoluble.
Pour n P t1, 2, 3u, c’est immédiat et pour n “ 4, tIdu Ÿ D Ÿ An Ÿ Sn convient.
Ainsi les équations polynômiales de degré ě 5 ne sont pas résolubles par radicaux
(car l’extension de corps associé à un groupe de Galois est isomorphe à Sn qui n’est
pas résoluble).

Proposition : Sn est engendré par les transpositions.

Démonstration. Montrons qu’une permutation est un produit de cycles. Soit σ P Sn.

• Existence : J1, nK “

r
ğ

k“1
Ok (partition d’orbites). Posons ckpiq “

"

i si i R Ok

σpiq si i P Ok

ck est un cycle de longueur ℓk “ dim Ok. Comme les supports des cycles ck sont disjoints
alors @i P J1, nK, D!k tel que i P Ok et c1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ crpiq “ ckpiq “ σpiq. Donc σ “ c1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ cr.

• Unicité : Si σ “ τ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τp. Ainsi, Supppσq “

r
ğ

i“1
Supppciq “

p
ğ

j“1
Supppτjq.

Ainsi, @k P J1, nK, D!i P J1, rK, D!j P J1, pK, k P Supppciq et k P Supppτjq. Quitte à
renuméroter, on peut supposer k P Supppc1q X Supppτ1q. Donc σpkq “ c1pkq “ τ1pkq et
@N, σN pkq “ cN

1 pkq “ τN
1 pkq. Donc c1 “ τ1. En reproduisant ce raisonnement, on obtient

r “ p et @i P J1, rK, ci “ τi.
• Montrons à présent qu’un cycle est un produit de transpositions.
Soit px1, x2, . . . , xrq un cycle. px1, x2, . . . , xrq “ px1, x2qpx2, x3q . . . pxr´1, xrq.

Proposition : Tous les 3-cycles sont conjugués dans Sn.

Démonstration. Soit σ “ px1 x2 x3q. Soit τ P Sn. Posons σ2 “ pτpx1q τpx2q τpx3qq.
• Si x R tx1, x2, x3u, alors σpxq “ x et τpxq R tτpx1q, τpx2q, τpx3qu, donc σ2pτpxqq “ τpxq.
Ainsi, τ ˝ σpxq “ σ2 ˝ τpxq.
• Si x “ xk alors τpσpxqq “ τpσpxkqq “ τpxk`1q et σ2pτpxqq “ σ2pτpxkqq “ τpxk`1q.

Dénombrement des éléments de A5 (60 “ 5!
2 en tout) :

• le neutre
• 15 “ 5 ˆ 1

2

`4
2

˘

bitranspositions : on se donne un point fixe (5 possibilités) puis 2
parmi les 4 restants pour former une transposition (l’autre sera déterminée automa-
tiquement). Comme les deux transpositions commutent alors on divise par 2.

• 20 “ 2 ˆ
`5

3

˘

cycles de longueur 3 : pour i, j, k P J1, 5K, on peut former deux 3-cycles
différents pi j kq et pi k jq.

• 24 “ 4 ˆ 3 ˆ 2 cycles de longueur 5 : il n’y a pas de points fixes donc il y a 4 choix
pour l’image de 1, 3 pour celle de 2, 2 pour celle de 3.


