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Développement 1

Legon 155* du 20 octobre 2015

Références

FGN, Algébre 2 & Mare aux développements

Théoréme

Soit M € My(C) et S(M) = {PMP~", P € GL,(C)}
L. M est diagonalisable si, et seulement si, S(M) est fermé dans M, (C)

2. M est nilpotente si, et seulement si, 0 € S(M)

Developpement

L’essentiel de la preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme

Soient M € M, (C) triangulaire supérieure et o > 0.
M, € S(M) triangulaire supérieure telle que |(M,); ;| < o V§ > iet M
et M, ont les mémes coeflicients diagonaux.

Preuve du lemme

Soient donc M = (mi;)ije1,..n} € My(C) et o > 0.




Soient p € R et (e, ...,e,) la base canonique de C". Posons B =

(%el, €2, e 51;6“), c’est une base de C™. On a alors :

() o

M (o) = my e =318 (1) v
<p7 .7) Z 'I»:Jpj ij—l pl j

i=1 i=1

donc

En notant P la matrice de passage de la base canonique dans la base B,
on a donc :
PIMP = (g—j—> € S(M)

1,

maz{|m;;|}

En prenant p > 1 et p > , 0N a
My, M4 . .
—2 §M<o¢ Vi < j
p D

Donc M, = P~ M P convient.
De plus, M, a les mémes coefficients diagonaux que la matrice M (qui
sont donc les valeurs propres de M), ce qui conclut la preuve du lemme.

1]

Preuve du théoréme

Soit M dans M,(C). Quitte & trigonaliser M, et donc obtenir une ma-
trice triangulaire supérieure semblable & M, on peut supposer M triangulaire
supérieure.

Premier point
Supposons que S(M) est fermé dans M, (C).
Soit, pour tout k € N*, My, vérifiant les propriétés du lemme appliqué &

M et 1/k. Ce sont donc des matrices triangulaires supérieures, ayant toutes
la méme diagonale que M. De plus,

1
<—=-—0

Vi <j '(Ml/k)z’,j L

Donc (M) converge vers la matrice D, diagonale, ayant pour coefficients
les coefficients diagonaux de M. Or S(M) est un fermé, et My, € S(M) Vk.

2



Donc D € S(M), donc M est semblable & D, donc M est diagonalisable.
Réciproquement, supposons M diagonalisable.

Soit une suite (M), d’éléments de S(M) convergeant dans M, (C). On
note A sa limite. On a 7y = mpy, €6 X = X, pour tout & par similitude. De
plus, les applications associant une matrice N & P(N), oit P est un polynome,
sont continues (car polynomiales en les coefficients), ainsi que I'application
associant & une matrice N son polyndme caractéristique yy (le déterminant
étant polynomial en les coefficients). On a donc, si 7y désigne le polynome
minimal de NV :

WM(A) = k:ETOO WM(Mk) = kli)gloo '/TMk(Mk) =0

Donc A est diagonalisable, car annulée par un polyndme scindé a racines
simples (et 73, I'est car M est diagonalisable). Mais on a aussi :

= 1 —
XA k_glooXMk XM

Ainsi, A et M sont diagonalisables, et ont les mémes valeurs propres avec
mémes multiplicités. On a donc A et M semblables & une méme matrice
diagonale, donc semblabes.

Second point

Supposons M nilpotente.

M n’a donc que 0 pour valeur propre. Soit, pour tout k € N*, M; /K véri-
fiant les propriétés du lemme appliqué a M et 1/k. Ce sont donc des matrices
triangulaires supérieures, ayant toutes leur diagonale nulle. En procédant de
la. méme maniére que dans la preuve du premier point, on a My, — 0.

Donc 0 € S(M).

Supposons que 0 € S(M).

On a donc (My), une suite d’éléments de S(M) convergeant vers 0. On
a, par similitude, xas = x5, pour tout k, donc

e ]. frg = n
XM k_glooXMk Xo =X

Donc M est nilpotente.
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