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10 Lemme des noyaux et applications

Lemme. Soit f un endomorphisme de E et P = P\ Py... P, € K[X] avec Py,..., Py premier
entre euzr deux & deuz. Alors, Ker(P(f)) = @le Ker(P;(f)).

Démonstration. On procede par récurrence sur k > 2 :

Initialisation : Soit k£ = 2, P; et P» sont premiers entre eux, par le théoreme de Bézout, il existe U
et V dans K[X] tels que UP; + VP, = 1. Montrons que Ker(P(f)) = Ker(P;(f)) & Ker(P(f)).
Soit z € Ker(Pi(f)) N Ker(Pz(f)). On a par la relation de Bézout (UPy + VP)(f)(z) = =,
autrement dit, z = U(f) o P1(f)(z) + V(f) o Po(f)(x) = 0 (car = € Ker(P1(f)) N Ker(P2(f))).
Soit z € Ker(P(f)), on a x = UP(f)(z) + VPa(f)(x), vérifions que UP;(f)(x) € Ker(Pa(f)).
C’est en effet le cas car Po(f)(UPL(f)(x)) = P.UPL(f)(z) = UP(f)(z) = U(f) o P(f)(z) = 0.
On montre de méme que V Py (f)(z) € Ker(Pi(f)). On obtient ainsi bien le résultat.

Hérédité : Supposons le résultat démontré au rang k, montrons le au rang k + 1. Soit P =
Py ... PyPyxy1, P; premiers deux a deux. On pose P = QPj41, les polynéomes Q = P ... Py et
P11 sont premier entre eux, on obtient alors que Ker(P(f)) = Ker(Q(f)) @ Ker(Px1+1(f)). De
plus, par hypothése de récurrence sur @ on obtient Ker(Q(f)) = @le Ker(P;(f)), finalement,
on a bien Ker(P(f)) = @ Ker(Pi(f)).

Conclusion : Le résultat est démontré par récurrence a tout les ordres. O

10.1 Critere de diagonalisabilité

Proposition. Soit f un endomorphisme de E, alors u est diagonalisable si et seulement si u

annule un polynome scindé a racine simple.

Démonstration. Prenons u un endomorphisme de F diagonalisable, notons Ay, ..., A\, ses valeurs
propres (distinctes) et Ey, ..., E,. ses sous-espaces propres correspondants. On peut alors vérifier
que P = (X — A1)...(X — A;) est un polynéme annulateur de f. En effet, les (X — A;) sont
premier entre eux, par le lemme des noyaux, on obtient Ker(P(f)) = (f —Mid)®--- & (f — A id).
C’est a dire par définition des sous-espaces propres que Ker(P(f)) = E1®---® E, = E car u
est diagonalisable, donc Ker(P(f)) = E et P annule bien f.

Soit P =[], (X — \i) un polynome annulateur de f, scindé & racine simple. Par le lemme
des noyau on obtient alors E = Ker(P(f)) = @, Ker(f — \id) = @,; Ker(f — Niid) on
I={ie[l,n|] | Ker(f — N\id) # {0}}. Autrement dit pour tout ¢ € I, A; est valeur propre
de f, et Ker(f — N\iid) = Ej; le sous espace propre associé. Dot E = @, ; E; et donc f est
diagonalisable. O

Remarque. On peut aussi montrer le premier point en prenant A = Mat(f) dans une cer-
taine base et @ € GL,(K) tel que Q" 1AQ = diag(\1,...,\,). Du fait que pour tout P €
K[X], P(Q7'AQ) = Q' P(A)Q il est assez visuel de voir que le polynome P = [/, (X — ;) est
annulateur. Cependant, il n’est pas a racine simple, il faut faire attention d’enlever les valeurs
propres qui se répéetent.
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10.2 Projecteur

Proposition. Soit f un endomorphisme de E et P = P, P, ... P, € K[X] avec P,..., Py pre-
mier entre eux deuz & deuz, par le lemme des noyauz on a Ker(P(f)) = @le Ker(P;(f)). Alors
pour tout i € [[1, k|| la projection de Ker(P(f)) sur Ker(Pi(f)) parallélement a €D, Ker(F;(f))

est un polynome en f.

Démonstration. Par le lemme des noyaux on a Ker(P(f)) = 69?:1 Ker(P;(f)). Soit ¢ € |1, s]],

les polynémes P; et [ ki P; sont premier entre eux, donc par Bézout, il existe U; et V; tels que
U;iPi+Vi[];,; Pj = 1. Posons p; = (V,- [T, Pj) (f), on adonc U; P;(f)(x)+pi(x) = . Montrons
que p; est le projecteur de I'espace Ker(P(f)) sur Ker(P;(f)) parallelement a €p,_; Ker(P;(f)).
On a Im(p;) = Ker(P;(f)), en effet

1 Vo € Ker(R(f). @ = UL (1)) + (Vi 10 7)) (£)(a) = pila) done Ker(P,(/)) € m(p,),

2. Wy € (i), P(N)(y) = PN @il@) = P o Vil Br) (D) = (VT ) (@)

Qo P,(f)(y) = Vi(f) o P(f)(x) = Op et donc Tm(p;) C Ker(P,(f)).
On a Ker(p;) = @,.; Ker(P;(f), par déimition de p;, Ker(p;) = Ker (Vi(f)o ([T ) (1))
donc B, ; Ker(P;(f)) = Ker ((Hj# Pj> (f)) C Ker(p;). De plus , par le théoréme du rang :
dim(Ker(p;)) + dim(Im(p;)) = dim(Ker(P(f))) = dim (@j# Ker(P; (f))) + dim(Ker(P;(f))).
Comme Im(p;) = Ker(P;(f)), on obtient 1’égalité des dimensions donc le résultat.
O

Remarque. Utilisable de différentes manieres et a différents endroits, mais de toute fagon a savoir

faire.
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