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12 Réduction de Frobenius

Théoréme. Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel de dimension finie, il existe

une des polyndmes unitaires Py, Pa,..., P, tels que P, | P._1 | --- | P1 el une décomposition
en sous-espace stable par u, E = @::1 E; tel que pour tout i, l’endomorphisme induil up, est

cyclique et de polynome minimal P;. De plus Py = u,, le polynéme minimal de u.

Rappel. On considere ¢, , : P € K[X] — P(u)(z) € E, on note E, , 'image de ce morphisme,
c’est le plus petit espace stable par u qui contient z, et u g, , est cyclique. K[X] est principal
donc Ker(py,z) = (Hu,z) OU [y 5 €st appelé polynéme minimal local de u en z. On remarquera

que pour tout z € E, iy g | Hu-

Il faut trouver un sous-espace cyclique de F tel que le polynome minimal de I’endomorphisme
induit soit le polynéme minimal de u. Ensuite, si I'on arrive a exhiber un complémentaire stable
par u, le polynéome minimal de ’endomorphisme induit sur ce complémentaire divisera alors le
polyndéme minimal de u ce qui assurera les conditions de divisibilité sur les P;. On obtiendra le
résultat par récurrence en appliquant '’hypothese sur le supplémentaire.

Le premier lemme permet de trouver E, , un tel sous-espace cyclique en réalisant le polynome
minimal de v comme le polynome minimal local de u en un certain x. Le second lemme nous

permet de construire un supplémentaire a E,, , stable par w.
Lemme. Soit u € L(E), alors il existe x € E tel que fiy, = fiyz-

Démonstration. On décompose p,, le polynome minimal de w en irréductibles sous la forme
pu = [1i—; P. Par le lemme des noyaux on a E = @;_, Ker(P{" (u)), Ker(P") est stable
par u et on note u; I’endomorphisme induit par w sur Ker(P{*(u)), on peut montrer que f,,, le
polynéme minimal de u; est P,

Soit ¢ € [|1,r|], montrons qu'il existe z; tel que py, », = fu,. Supposons par I'absurde que
pour tout z € Ker(P(u)), fbu;,z 7 Hu;» alors pour tout x, py, o | pu; = P;* strictement, donc
fhu; 2 | PEL Or pour tout @, py, »(u)(x) = 0 donc Vo € Ker(P (u)), P~ (u)(z) = 0, ce qui
contredit la minimalité de p,,.

Posons z = Y.I_, z;, ot x; € Ker(P" (u)) tel que fiy, z; = Hu,;. Alors 0 = py . (u)(z) =
P (W) (g i) = Dby P (W) (25), OF pyy () (2) € Ker(P{(u)), qui sont en somme directe
par le lemme des noyaux donc pour tout ¢ € [|1,7]] on a py o (u)(x;) = 0, par définition de py,; 4, ,

Hougzi = PP | phu,z. Or les P; sont premier entre eux donc H;Zl P =y | - O
Lemme. Soit z tel que o = pg, alors il existe un supplémentaire stable par v de E,, .

Démonstration. Soit d = deg(jt,,), 'endomorphisme u|g, , étant cyclique on dispose d’une base
P = (z,u(z),...,u"1(z)) de E,,. Soit B* = (ef,...,e; ;) la base duale de %, on note

¢ = e}_,, remarquons que pour tout i € [|0,d — 1], ef = e}, oud™17 = poyd-l-i

, donc
B* = (poud=t ... pou,p). Soit & le sous-espace de E* engendré par cette famille, on a

dim(®) = d et ®* est un s.e.v de E de dimension n — d.
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Montrons que @ est stable par u. Soit y € &+, alors Vi € [|0,d — 1]], p o u’(y) = 0, vérifions

—_ —

que u(y) € &1, on a premierement que Vi € [|0,d — 2], ¢ o u’(u(y)) = ¢ o u' T (y

@ o u?(u(y)) = ¢(u’(y)), or le polynéme minimal de u est de degrés d donc u? = S a;u’,

= 0. Ensuite,

ainsi, p(ul(y)) = Z?:_Ol a;o(u’(z)) = 0. Donc @~ est stable par u.

Montrons que F, , N ol = {0}, on aura ainsi par les dimension que £ = E, ; ® &L, Soit
Y€ B, N®L y= Zz;é apu®(x) car y € E, . et en appliquant successivement ¢ o u’ pour i
allant de 0 a d — 1 on obtient que les aj sont tous nul donc y = 0. O

Démonstration du théoréme. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de FE.
Initialisation : Si dim(E) = 1, c’est vérifié.

Hérédité : On suppose le résultat démontré pour tout espace de dimension inférieur a n, soit F
un espace de dimension n. Soit x tel que i, = [y, et F' un supplémentaire stable par u de
E, » (on sait que ceci existe par les lemmes). Alors F' est de dimension strictement inférieur a
n, donc par hypothese de récurrence il existe P, ..., P, € K[X] tels que P. | P.—1 | -+ | Py et
une décomposition en sous-espace stable par u, F' = @::2 FE; vérifiant les conditions de I’énoncé.
Comme p,, annule up, Py o | oy done Py | piy, de plus le polynéme minimal de UE,., est fy.
En notant E, , = E; et pu, = P, on obtient le résultat.

Conclusion : Par principe de récurrence le résultat est démontré a tout les ordres. O
Lemme. Si P | p,, alors le polynéme minimal de l’endomorphisme induit sur Ker(P(u)) est P.

Démonstration. On note F' = Ker(u), up ’endomorphisme u restreint & F' (F est stable par u
car u commute avec P(u)) et p, = PQ. On a déja que P(ur) = 0 donc que fi,,,. divise P.

De plus, 0 = py(u) = (PQ)(u) = P(u) o Q(u) donc Im(Q(u)) C Ker(P(u)) = Ker(f,(ur)) or
Ker(py, (ur)) C Ker(py, (u)) donc Im(Q(u)) C Ker(py,(u)). On obtient que piy, (u) o Q(u) =0
donc i, @ annule u et alors p, = PQ | Q@ c’est & dire P | piy,. Ainsi P = .. O

Remarque. 11 faut choisir quoi faire, pour moi le plus important réside dans les lemmes. Je trouve
que I'argument exhibant le supplémentaire stable de E,, , aurait besoin d’une rédaction un peu

plus fluide, c’est a améliorer. Sinon c¢’est un développement bien recasable.
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