235. Problemes d’interversion de limites et d’intégrales

n

Exemple 1. f,(z) ==
lim lim f,(x) # lim lim f,(z)

n—00 p—s1— r—1— N—00

|I. Suite et séries de fonctions

Cadre : F espace vectoriel normé, X partie non vide d’un espace vectoriel de dimension
finie F.

1. Convergence uniforme

Définition 2 (Convergence uniforme). [Amrll, p.141] Soit (f5)nen une suite de fonc-
tions de X. On dit que (fy,)nen converge uniformément lorsque

Ve>0, ANeN, VneN, n >N = (Vz e X, |fulz) — f(2)|| <e).

Remarque 3. [Amrll, p.143]
1. Cette définition est valable pour les séries vues comme suites de fonctions.

2. On peut munir l'espace vectoriel B(X, F) d’applications bornées de X dans E en
posant, pour tout f € B(X, E), ||f|lcc =sup,ex ||f(x)]]. Cette norme est appelée
la norme de la convergence uniforme.

Proposition 4. Sila suite (f,) converge uniformément sur X vers f, alors, elle converge
simplement sur X vers f.

Remarque 5. [Amrll, p.169] La réciproque est fausse : f,(x) = lfgifﬂ sur R,.
Proposition 6 (Critére de convergence uniforme d’une série). Soit Y f,, une série de
fonctions sur I. Y f, converge uniformément sur I si, et seulement si Y f,, converge
simplement sur I et la suite des restes (R, )nen converge uniformément vers la fonction
nulle sur I.

Définition 7 (Convergence normale). On dit que la série Y f,, converge normalement
sur X lorsque

— VneN, f, € B(X,E),

— la série > || fulloo converge.

Proposition 8. Si la série converge normalement sur X, alors elle converge absolument
et uniformément sur X.

2. Interversion limite-limite
Continuité

Théoréme 9. [Amrll, p.145] Soit a € X.

Soit (f) une suite d’applications de X dans E continues en a qui converge uniformé-
ment vers f. Alors f est continue en a.

Si (f) est continue sur X, alors f est continue sur X

Remarque 10. La convergence uniforme est nécessaire pour assurer la continuité de

f.

Application 11. [Amrll, p.161] Soit (f,) une suite de fonctions continues de R dans
R qui converge uniformément sur R vers f. Alors la suite (f,, o f,,) converge simplement

vers f o f.

Exemple 12. Soit (f,) une suite de fonctions réelles définies sur [a,b] et k-
lipschitziennes convergeant simplement vers une fonction f. Alors la suite (f,,) converge
uniformément vers f.

Théoréme 13 (Double limite). [Amrll, p.156] Soit (f,) une suite d’applications de X

dans E, convergeant uniformément sur X vers une application f, et soit a € X tel que
pour tout n € N la limite b, de (f,(z)) lorsque © — a existe. Si E est complet,

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

n—oo r—a T—ra n—r o0
Corollaire 14 (Double limite pour une série). [Amrll, p.195] Soit a € X et soit > f,
une série de fonctions de X dans E On suppose que
1. pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite ¢,, au point a
2. la série Y f,, converge uniformément sur X
Alors

1. la série Y ¢, converge dans E



2. la fonction somme S admet une limite en a, et
li .
Ji (o Z t

Exemple 15. Sur R ling)+oozzi%fn($> = 0 et

lim, o+ 3020 fa(x) = +oc.

fn($> = 1+712z2'

Dérivation

Théoréme 16. [Amrll, p.148] Soit I un intervalle de R. Soit (f,,) une suite d’applica-
tions dérivables de I dans E convergeant simplement vers f. Pour que f soit dérivable,
il faut et il suffit que la suite des dérivées (f},) converge uniformément sur I. On a alors,

pour tout x € I,
f(x) = lim f(2)
n—oo

Remarque 17. Faux sans 'hypothése de convergence uniforme sur la suite (f7,).

Exemple 18. f,(z) = /2% + 1.
Théoréme 19 (Dérivation terme & terme). [Amrll, p.197] Soit (f,,) une suite de fonc-
tions dérivables de I dans E. On suppose que Y f, est simplement convergente et que la
série > f} est uniformément convergente sur I. Alors la fonction somme S est dérivable
sur I et

veel, S'(x Zf

Exemple 20. 1. f(z)=>1> (;_3: est C* sur Ry.
2. (rxr— :(Xi L est continue sur |1, +00[ et infiniment dérivable.

Application 21 (Formule sommatoire de Poisson). [Gou08, p.272] Soit f : R — C

une fonction de classe C! vérifiant f(z) = O(Z5) et f'(z) = O(Z%) lorsque |z| — +oc.
Alors,

Ve eR, > flxtn) =Y f(

n—7Z n—7

—+oo

n)e*™ ™ ou ¥n € Z, f*(n) = / f(t)e 2™t e

— 00

Il. Théorie de I'intégration

Cadre : on se place dans un espace mesuré (X, A, 1). On munit R de la tribu borélienne
B(R) et de la mesure de Lebesgue A.

1. Interversion limite-intégrale

— (R, B(R))

Lemme 22 (Approximation). Toute fonction mesurable positive (X, .A)
est limite croissante d’une suite de fonctions étagées positives.

Lemme 23 (Fatou). Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables positives. Alors,

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn dp.
b'e X

Exemple 24. Soit une suite de fonctions mesurables (f,,)nen qui converge pu-p.p vers
f. On suppose que sup,,~q [y [fn|du < +00. Alors f € L'(X).

Application 25. Soit f une fonction dérivable sur [0,1] de dérivée bornée. Alors
Jo f'(@)de = £(1) = £(0).

Théoréme 26 (Beppo Levi ou convergence monotone). [BP18, p.120] Soit (fy)nen
une suite croissante de fonctions mesurables positives. Alors, Xlimn_wo fndp =

Théoréme 27 (Convergence dominée). Soit (f,)nen une suite de fonctions de L'(X).

On suppose que
1. (fn)nen converge simplement u-p.p. vers une fonction f: X — R,

2. il existe une fonction g € L'(X) telle que |f,| < g pu-p.p.

Alors, f e LN(X) et limy o0 [ fndp = [y fdp.

Exemple 28. L’hypothese de domination est fondamentale : foﬂ/ 2(n +

1) sin"(¢) cos(¢) dt.

Théoréme 29 (Intégration terme & terme sur un intervalle). [Amrll, p.200] Soit
(fn) une suite de fonctions de L'(I) telle que la série > || fn|l1 converge. Alors la sé-
rie Z fn converge presque partout sur I, sa somme S est dans L'(I). En particulier,

f[ Zn 0Jr1 fn(z) dp(z)

Théoréme 30 (Intégration terme & terme sur un segment). Soit (f,) une suite de
fonctions intégrables sur un intervalle compact [a, b], & valeurs dans un espace vectoriel
normé complet E. Si la série > f,, converge uniformément sur [a, b], alors

1. sa somme S : x +— >t f, () est une fonction intégrable sur [a, b],

2. la série de terme général u, = f; fn(x)dz est convergente, et f: S(z)dx =
2o tn-
1z, ytoo (=17
Exemple 31. [Amrll, p.215] [j 2% de =) > “——.



2. Application aux intégrales a parameétres

Théoréme 32 (Continuité sous le signe intégrale). [BP18, p.140] Soit f : X x T — K.
Soit o € X. On suppose que
1. pour tout z € X, t — f(x,t) mesurable de (T, .A) dans (K, B(K))
2. p- p.p., x — f(x,t) est continue en x,
3. il existe g € L1(R,) telle que pour tout z € X, |f(z,1)|
Alors la fonction F': x — [ f(z,t)du(t) est continue.

< g(t) p-p.p.

Théoréme 33 (Dérivation sous le signe intégrale). Soit I un intervalle ouvert non vide
de R. Soient f: I xT — K et x, € I. On suppose que

1. p-p.p., %(xoo,t) existe
2. Pour tout compact K de I, il existe g € L*(R) telle que pour presque tout ¢t € T,
pour tout z € K, |ﬂ( O] < gk (t).

Alors F(x fT x,t) du(t) est définie en tout point x € I et dérivable en z.,, et
F'(75) fT (200, t) dpu(t).

Application 34 (Intégrale de Dirichlet). f0+oo w dr = 3

Théoréme 35 (Holomorphie sous le signe intégrale). Soit 2 un ouvert de C. Soit
f:9Qx X — C telle que

1. Pour presque tout t € T', z — f(t,2) est holomorphe dans U

2. Pour tout compact K de U, il existe gx € L*(T) tel pour presque tout t € T,
pour tout z € K, |f(z,t)| < gk (¢).

Alors F': z — [, f(z,t) du(t) est holomorphe, et

o*f

k Q, F* :/
Vk e N, Vz €, (2) 0k

(2, ) dp(t).-

Exemple 36. La fonction I' : z
C, Re(z) > 0}.

o *t*~le~tdt est holomorphe sur {z €

3. Interversion intégrale-intégrale
Théoréme 37 (Fubini Tonelli). [BP18, p.235] Soient f : (X,Y,A® B) — Ry une
fonction mesurable, p et v deux mesures o-finies, respectivement sur (X, A) et (Y, B).

1. Les fonctions  — [y, f(z,y) du(y) et y — [ f(z,y) du(x) sont respectivement
A et B-mesurables.

2 [xwy fdn@v= [y (fy fz.y) dv()) n@) = [y ([x f(2,9) du(@) dv(y)
Théoréme 38 (Fubini). Soit f € L1(2; x Q). Alors

) {u—p~p7 y— f(z,y) € L' ()
" v —pp, > f(z,y) € L'(Q)

2. x— [, f(z,y)dv(y) et y — [y f(2,y) dv(z) sont définies pu et v-p.p respecti-
vement.

3. fXfodM@V—fx(fY (z,y) dv(y ) fY(fX (@, y) du( ))dV(ZU)

Produit de convolution

Proposition-Définition 39. Soient f € L' et g € L? avec 1 < p < +oo. Alors, pour
prebque tout x E Rd la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R?. On pose
fxg(x) = [pa f( (y)dA(y). frge LP et [[f = glp < [fl1llgllp-

Développements

1. Théoreme de Riesz-Fischer

2. Formule sommatoire de Poisson.
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