208. Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples

Dans cette lecon, K désignera R ou C et E un espace vectoriel sur K.

|. Espaces vectoriels normés
1. Définitions
Définition 1 (Norme). [Amr19] Une norme sur E est une application £ — R,
généralement notée || - ||, vérifiant, pour tous x,y € E, A € K,
1. ||z|| =0 = x = O0g (séparation),
2. || Az]] = |Al]jz|| (homogénéité),
3. |l +yll < llz| + |ly|| (inégalité triangulaire).
E muni de la norme || - || est appelé espace vectoriel normé.

Proposition 2. Soient (Ev, || ||z,), (B2 || &), -, (En, || - ||&,) des evn. Alors
E = E; x -+ x E, est un espace vectoriel, et || - ||oo définie par

Vo € B, ||z]o = max ||zk| g,
1<k
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en est une norme.

On considérera dans la suite ’espace vectoriel £ muni d’une norme
-
Définition 3 (Distance associée & une norme). [Hasll] On pose, pour tous
z,y € E, d(z,y) = ||r — y||. d est une distance : c’est la distance associée a la

norme || - ||.

Remarque 4. FE est en particulier un espace métrique.

2. Exemples usuels

Exemple 5.

— E=K" ||zl = 25 |2kl llzll2 = /2 opzt |2]?, |2]loo = maxicpen |2kl
b b
— E = C([a, b, K), [Ifllx = [71f] (1fll2 = A/ S 112 1l = supgy [f] =

maXjq,p] ‘f|
— Soit (-,-) un produit scalaire sur F. x —— (x,z) définit le carré d’une
norme.
Espaces L?

Soit || - ||, Papplication définie par Vf € LP, | f|l, = (/ \f\p)l/p.

Théoréme 6 (Inégalité de Holder). [Hasll] Soient p,q € [1,+o0] tels que % +

%:l,feLpetgeLq.AlorsfgeLl,et

Ifglly < [ fllpllgllq-

Corollaire 7 (Inégalité de Minkowski). Pour tous f,g € LP, || f+gll, < ||fllp +
191l-

Corollaire 8. | - ||, est une norme sur LP.

3. Les boules

Définition 9 (Boule). [Amr19] Soient a € E et r > 0. On appelle boule ouverte
(resp. fermée) de centre a et de rayon r 1’ensemble noté B(a,r) (resp.B(a,r))
défini par

B(a,r)={z € E, ||z —a|| <r} (resp.B(a,r) = {x € E, ||z —a| < r}).



Proposition 10. Soient a € E et r > 0. B(a,r) et B(a,r) sont convexes.

Proposition 11. Soient a € E et r > 0. Alors B(a,r) = B(a,r).

Remarque 12. Ce n’est pas vrai dans un espace métrique quelconque !

lsix#y

Exemple 13. X espace muni de d(z,y) = {0 i
sinon

4. Normes équivalentes

Définition 14 (Normes équivalentes). [Amr19] Soient || - || et ||-||" deux normes
sur E. On dit que || - || est équivalente & || - ||" s’il existe A et u dans R tels que

Vz € E, Az| < [|l=]" < pllz].-

Proposition 15. Si ||| et || - || sont des normes équivalentes, alors toute suite
convergente pour 'une est convergente pour l'autre et les limites sont égales.

Exemple 16. Si E = C([0,1],K), les normes || - ||1 et || - || ne sont pas équiva-
lentes.

Remarque 17. Les normes équivalentes définissent les mémes ouverts, donc la
méme topologie.

5. Complétude

Définition 18 (Espace de Banach). [Hasll] E est complet si toute suite de
Cauchy est convergente. Dans ce cas, (E,d) ou d est la distance associée a la
norme, est un espace de Banach.

Proposition 19. Un evn (E, | - ||) est un espace de Banach si, et seulement si
toute série absolument convergente pour la norme || - || est convergente.

Exemple 20 (Riesz-Fischer). [Lil3][DEV] Pour tout p € [1,+oc], LP(R) est
un espace de Banach.

Exemple 21. (C(K),| - ||oo) pour K compact et (R,|-|) sont des espaces de
Banach.

Il. Applications linéaires continues
1. Généralités

Théoréme 22 (Caractérisation des applications linéaires continues). [Danl6]
Soient (E, ||-||g) et (F,||-|r) des evn. Soit u € L(E, F'). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. 1l existe k£ > 0 tel que pour tout x € E, ||u(x)||r < kx| £.
u est lipschitzienne sur E.

u est continue sur F.

u est continue en Og.

u est bornée sur B(0g, 1).
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u est bornée sur S(0g, 1).

On note L.(F, F') 'ensemble des applications linéaires continues de F dans F.

Remarque 23. La continuité dépend sauvagement de la norme choisie en gé-
néral.

Exemple 24. [Danl6]
s D) — K
0 - f —  f(0)
mais pas pour || - ||1.
ci([o,1],]| - — (C([0,1]), [| - lloc)
—r s GO GOl on vy e ergo,u, 11 =
| £ llco + 11/ |lco est une application linéaire continue.

est une forme linéaire continue pour || - ||

Théoréme-Définition 25 (Norme subordonnée). [Danl6] Soit f € L.(E, F).

I.f(@)lF
sup [|[f(z)llr = sup [|f(z)llFr =sup ———— < +o0.
]l =1 |l p<1 20 |zllE

On définit ainsi une norme sur L.(E, F') notée | - ||z, par

Vi€ L(E,F), [fllc. = sup [[f(2)]r-

[zl z=1

L.(E,F) est la norme subordonnée a || - |z et || - || -



Remarque 26. S’il existe M > 0 tel que
Ve e E, ||f(x)llr < M|,

alors f est continue, et || f||, < M.

P (N* D (N*
Exemple 27. T : (P(N7) — O
(r1,22,...) — (x2,23,...

continue sur P(N*), et [|T||z, = 1.

) est un endomorphisme

Proposition 28. Soient u,v € L(E). Alors ||u o v|| < ||ul|||v]|-

Théoréme 29 (Inégalité de Hardy). [Li13][DEV] Soit p €]1, +oc[. Pour tout
f € LP(R% ), on pose

RY — R
x — L f)dt

Alors, pour toute fonction f € LP(RY), Ty € LP(R% ), et

Tf:

p
s < (52 1l

Proposition 30. [Danl6] Si F' est un espace de Banach, alors L.(E, F) est un
espace de Banach.

2. Forme linéaire continue

Définition 31. [Hasl1] On appelle hyperplan tout sous-espace vectoriel de FE
de codimension 1.
Lemme 32. [Hasll]

1. Soit H un hyperplan de E. Alors, il existe une forme linéaire non nulle f
de E telle que H = ker(f).

2. Si f est une forme linéaire, alors H = ker(f) est un hyperplan.
3. Soient f et g deux formes linéaires. Alors ker(f) = ker(g) si, et seulement
s’il existe A # 0 € K tel que f = Ag.

Proposition 33. [Hasl1] Soit £ un evn.

1. Tout hyperplan de E est soit fermé soit dense dans F.

2. Une forme linaire sur E est continue si, et seulement si son noyau est fermé
dans F.

I1l. Les evh de dimension finie

On suppose dans cette partie que E est un evn de dimension finie
n

Théoréme 34 (Equivalence des normes). [Danl6] Toutes les normes définies
sur F sont équivalentes.

Corollaire 35. Toute application linéaire est continue.

Exemple 36. £ = F = M, (K).
— [lAllz, = maxici<n Y 1< j<p [@i,;] est la norme subordonnée associée a ||+ [|oc-
— [[Allz, = maxi<j<n D 1<icp @i5] est la norme subordonnée associée a ||- |1

Théoréme 37 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée de E admet au moins
une valeur d’adhérence.

Proposition 38. Les compacts de E sont exactement les parties fermées et
bornées de E.

Corollaire 39.
1. E est un evn complet.
2. Tout sous-espace vectoriel de F est fermé dans F.

Théoréme 40 (de Riesz). [QZ20] E est de dimension finie si, et seulement si
B(0,1) est compact.

Théoréme 41. Un espace vectoriel de dimension finie est fermé.

Application 42. Soit C' € M, (K). Alors exp(C') est un polynéme en C.

Développements

1. Théoreme de Riesz-Fischer
2. Inégalité de Hardy
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