105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications

. Le groupe symétrique

1. Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1 (Groupe symétrique). [Ber20, p.199] Soit £ un ensemble fini non vide.
L’ensemble des bijections de E sur lui-méme est un groupe pour la composition, est
appelé groupe des permutations de F ou groupe symétrique de E et est noté

&(E).
Théoréme 2. Soit E de cardinal n > 1. Alors |S(E)| = nl.

Proposition 3. [Ber20] Soient E et E’ deux ensembles non vides. Si E et E’ sont
en bijection, alors &(E) ~ S(E’).

Corollaire 4. Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Alors &(E) ~ &([1,n]). On
note &,, le groupe S([[1, n]).

Notation 5. Si 0 € G,,, on la note (0(11) len))'

1 2 3

Exemple 6. (3 5 ] i) est la permutation o € &, définie par o(1) = 3,

0(2)=2,0(3)=1et o(4) =4.

Remarque 7. On étudiera par la suite uniquement le groupe &,, pour n > 2.

Définition 8 (Support d’une permutation). [Ber20, p.200] Soient n € Net o € &,,.
On appelle support de o ’ensemble

Supp(0) = {k € [1,n], o(k) # k}.
Propriété 9. [Ber20, p.201] Deux permutations a supports disjoints commutent.

Définition 10 (Cycle). [Ulm21, p.57] Soient n € N*, £ € [1,n] et i1,...,4, des

éléments distincts de [1,n]. La permutation « définie par

jSijgé{il,...,ig}
Y(7) R dpy1 si =iy avec k < £
iy 8§ = ig

et notée (41,12, ...,1;) est appelée cycle de longueur ¢ ou un ¢-cycle.

Définition 11 (Transposition). Un cycle de longueur deux est appelé une trans-
position.

2. Structure de 6,

Orbites d’'une permutation

Définition 12 (o-orbite). [Rom21, p.41] Soit 0 € &,,. On a une action naturelle
de (o) sur [1,n] définie par (o, x) — o - & = o"(x). Les orbites de cette action,
appelées g-orbites, sont les ensembles, (o) - x = {o*(z), k € Z} on x décrit [1,n].

On définit la relation d’équivalence 2R,y <= (Jk € Z, y = o*(x)).

Proposition 13. Soient 0 € &,, \ {Id}, z € [1,n] et O, une o-orbite de lon-
gueur r > 2. Alors r est le plus petit entier tel que o"(z) = z et O, =

{z,0(z),...,0" (2)}.

Théoréme 14. [Rom21, p.42] Une permutation o est un cycle d’ordre r > 2 si, et
seulement s’il n’y a qu’une seule g-orbite non réduite a un point.

Exemple 15. [Rom21, p.59] Soit 0 = (z1,...,2,) un cycle de longueur paire. o>

n’est pas un cycle.

Générateurs de G,

Théoréme 16. [Ulm21, p.57] Tout 0 € &, \ {Id} s’écrit comme produit o =
Y17Y2 -+ Ym de cycles ; de longueur supérieure ou égale & 2 dont les supports
Supp(;) sont deux & deux disjoints. Cette décomposition est unique & I'ordre prés.



Exemple 17. La permutation o = (% Z g 411 g g) gécrit o =
(1,2,4)(3,5)(6)
Théoréme 18. [Ber20, p.207] Soient oy, ...,0, € 6, des permutations & supports
deux a deux disjoints. Alors,

o(oy---0,) =ppem(o(oy),...,0(0,)).

Exemple 19. [Rom21, p.61] Soit o = (; g ?1

(5,4,3,2,1)(6,7).

4 5 7
5 1 6

oo Co

? ) Alors 02009 =

Corollaire 20. [Ber20, p.207] Soit n € N*. &,, est engendré par les cycles.
Corollaire 21. Le groupe &,, est engendré par les transpositions.

Proposition 22. [Rom21, p.44] &,, est engendré par
— les n — 1 transpositions (1, k), ot k € [2,n],
— (k,k+1)ouk € [l,n—1],

— ou (1,2) et (1,2,...,n).

Permutations conjuguées

Lemme 23. [Ber20, p.209] Soit 7 € &,. Pour tout p-cycle (iy,...,%,),

T(i1yeenyip)T P = (7(i1)y ..., 7(ip)).

Théoréme 24. [Ber20, p.209] Deux permutations sont conjuguées dans S, si, et
seulement si elles ont le méme nombre de cycles de chaque longueur.

Lemme 25. [IP19, p.32] Soit ¢ € Aut(&,). Si ¢ transforme transposition en
transposition, alors ¢ € Int(S,,).

Théoréme 26. [IP19, p.32] Pour n # 6, tout automorphisme de &,, est intérieur.

Il. Groupe alterné

1. Signature d’une permutation

Théoréme-Définition 27 (Signature). [Ulm21, p.62] La signature € est 'unique

morphisme de groupes 6,, — C* telle que La signature d’une permutation
0 € 6, est I'élément £(0) de défini par e(0) =[], ¢, ;¢ %jm

Exemple 28.
1. La signature d’une transposition vaut —1.
2. La signature d'un p-cycle vaut (—1)P~1.

2. Structure du groupe alterné

Proposition-Définition 29. Le noyau du morphisme ¢ : G,, — {—1,1} est un
sous-groupe distingué de &,,. Ce sous-groupe, noté 2,,, est appelé sous-groupe
alterné.

Propriété 30.
— =4

>
— 2, est engendré par les 3-cycles de G,,.

Théoréme-Définition 31. [DEV] Le groupe 2, est simple pour n > 5.

I1l. Applications et exemples d’utilisation du groupe
symétrique

1. Dérangements

Définition 32. [Rom21, p.51] On appelle dérangement de [1,n] toute permuta-
tion 0 € &,, n’ayant aucun point fixe.

Théoréme 33. [Rom21, p.53] Pour tout n € N, le nombre de dérangements de

[1,n] est d, =n!>}_, (7,61!)’6.

2. Théoreme de Cayley
Théoréme 34 (Cayley). Tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe de S(G).

3. Algebre linéaire
Déterminant

Dans cette sous-section, E désigne un K-ev.

Théoréme 35. [Gou2l] L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur un K-ev
FE de dimension n est un K-ev de dimension 1. De plus, il existe une unique forme
n-linéaire alternée prenant la valeur 1 sur une base donnée de F.



Définition 36. [Gou2l| soit B = (ey,...,e,) une base de E. On appelle dé-
terminant dans la base B, notée detp l'unique forme n-linéaire alternée sur F

prenant la valeur 1 sur la base B. Si xy,...,x, € E, avec pour tout i € [1,n],
n n
xr; = Zj:l ﬂfi)jej, detB(azl, ey fl;'n) = ZUEGn E(O') Hi:l l‘i’g(i).
Théoréme 37. Soient xi,...,x, € F. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
1. Les vecteurs xy, ..., T, sont liés.

2. Pour toute base B de E, detg(z1,...,x,) =0.

3. 1l existe une base B de E telle que detg(zy,...,2z,) = 0.

Matrice de permutation

Définition 38. [Rom21, p.54] Soit B = (e, ...
o € 6, et P, la matrice de passage de B & B, = (e,,, ...
une matrice de permutation.

,€n) la base canonique de E. Soient
, €5, ). On dit que P, est

0 00 0 1
1 00 0 0
010 0 0
Exemple 39. Pg=1Idet Py..,) =0 0 1 0 0
oo 0 0
0 0 0 1 0

Théoréme 40. P : ¢ — P, est un morphisme de groupes injectif de &,, dans
GL, (K) et pour toute permutation o € &,,, det(P,) = £(c). On a une représenta-
tion naturelle de &,, dans K™.

Théoréme 41 (Brauer). [DEV] On suppose que K est de caractéristique nulle.

Soient o, 7 € &,,. ¢ et T sont conjuguées si, et seulement si P, et P, sont semblables.

4. Polyndomes symétriques

Définition 42. [Rom21, p.55] On dit qu'un polyndéme P € K[X1, ..., X,,] est symé-
trique si pour toute permutation o € &,,, P(X,1),. .., Xowm)) = P(X1,..., X,).

Notation 43. Pour tout k € [1,n], on note ¥, = D oicisccinen Xin o Xy

Théoréme 44. Si P € K[X,,...
polynéme @ € K[X7,...,X,] tel que P(X;,...

, Xn] est symétrique, il existe alors un unique

7Xn) = Q(Zl,na sy Zn,n)

5. Le groupe des isométries du cube

[Rom21, p.85] On se place dans R* muni d’un repére orthonormé, A, ..., Ag sont
les huit points de coordonnées (+£1,41,+1) et C le cube de sommets Ay, ..., As.

Notation 45. On note Is(C) le groupe des isométrie de R* qui conservent ce cube,

IsT(C) =Is(C)NOT(R?) et Is~(C) = Is() N O~ (R?).

Théoréme 46. Le groupe Is(C) est aussi le groupe I[s(S) des isométries qui
conservent I’ensemble S des sommets et c¢’est un sous-groupe fini isomorphe & un
sous-groupe de Gg. La symétrie de centre 0, 0y : © — —x est dans I's™ (C), I'appli-
cation p — pooy réalise une bijection de I's™(C) sur Is (C) et |[1s(C)| = 2|Is™(C)].

Développements

1. 2, est simple pour n > 5 (31).
2. Théoréme de Brauer (41).
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