
142 | PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Appli-

cations.

Cadre : A est un anneau intègre commutatif.

Notation 1. On note A× le groupe multiplicatif des inverses.

I Généralités et anneaux à PGCD

1 Généralités

Définition 2. [Per96, p. 46] Soient a, b ∈ A. On dit que a divise b et on écrit a | b
s’il existe c ∈ A tel que b = ac.

Définition 3. [Per96, p. 46] Un élément p ∈ A est dit irréductible si p ̸= 0, n’est
pas inversible et

p = ab =⇒ (a ou b est inversible).

Exemple 4. 1. Les irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et de degré
2 ayant un discriminant strictement négatif.

2. Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.

Définition 5. [Per96, p. 46] Soient a, b ∈ A∗. On dit que a et b sont associés s’il
existe u ∈ A× tel que b = ua.

Proposition 6. a, b ∈ A∗ sont associés si, et seulement si (a) = (b).

Définition 7 (PGCD). [Rom21, p. 242] Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. On dit que ces
éléments admettent un plus grand diviseur commun des ai s’il existe δ ∈ A∗ tel
que {

∀k ∈ J1, rK, δ | ak,
tout diviseur commun à a1, . . . , ar divise δ.
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On le note PGCD(a1, . . . , ar).

Définition 8 (PPCM). [Rom21, p. 246] Soient a1, . . . ar ∈ A∗. On dit que ces élé-
ment admettent un plus petit multiple commun s’il existe µ ∈ A∗ tel que{

∀k ∈ J1, rK, µ est multiple de ak

tout multiple commun à a1, . . . , ar est multiple de µ.

On le note PPCM(a1, . . . , ar).

Remarque 9. L’existence d’un PGCD et d’un PPCM n’est pas garantie à priori. S’ils
existent, il est unique à un inversible près.

2 Anneau à PGCD

Définition 10. On dit que A est un anneau à PGCD si deux éléments quelconques
a, b ∈ A∗ admettent un PGCD.

Théorème 11. L’anneau A est à PGCD si, et seulement si deux éléments quel-
conques a, b ∈ A∗ admettent un PPCM. Dans ce cas, ab = PGCD(a, b) PPCM(a, b)

à une unité près.

A est désormais un anneau à PGCD.

Définition 12. [Rom21, p.245] Soient a1, . . . , ar ∈ A. On dit que a1, . . . , ar sont
premiers entre eux dans leur ensemble si PGCD(a1, . . . , ar) ∈ A×. Si r = 2, on dira
que a1 et a2 sont premiers entre eux.

Proposition 13. Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. Soit d un diviseur commun aux ai. En
notant pour tout i ∈ J1, nK, ai = dαi,

PGCD(a1, . . . , ar) = dPGCD(α1, . . . , αr).

Théorème 14 (Gauss). Soient a, b ∈ A∗. a et b sont premiers entre eux si, et
seulement si pour tout c ∈ A∗

a | bc =⇒ a | c.
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II Anneau factoriel, anneau principal

1 Anneau factoriel

Définition 15. On dit que A est factoriel si tout élément non nul de a ∈ A s’écrit
de façon unique, à permutation des facteurs près a = up

vp1 (a)
1 · · · pvpr (a)r avec u ∈ A×

et p1, . . . , pr des irréductibles.
L’entier vpi(a) est appelé valuation pi-adique de a.

Remarque 16. Soient a, b ∈ A∗. Si a | b alors pour tous irréductible p de A, vp(a) ⩽ vp(b).

Exemple 17. 1. Un anneau principal est factoriel.

2. Z est un anneau factoriel ;

3. Z[i] est un anneau factoriel ;

4. Z[i
√
5] n’est pas factoriel car 3× 3 = (1 + i

√
5)(1− i

√
5).

Proposition 18. Un anneau factoriel est un anneau à PGCD. Soient a, b ∈ A∗\A×,
a = upm1

1 · · · pmr
r et b = vpn1

1 · · · pnr
r leur décomposition en facteurs irréductibles

avec certains mk ou nk pouvant être éventuellement nuls. Alors
∏r

i=1 p
min(mi,ni)
i est

un PGCD.

Théorème 19 (Bézout). Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. Ces éléments sont premiers
entre eux dans leur ensemble si, et seulement s’il existe a1, . . . , ar ∈ A tels que∑r

k=1 ukak = 1.

Théorème 20 (Critère d’Eisenstein).

2 Anneau principal

Définition 21. A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux.

Exemple 22. 1. Si A est un corps, A[X] est principal.

2. Tout sous-anneau de Q est principal.

Proposition 23. Un anneau principal est factoriel.

On suppose désormais que A est principal.
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Remarque 24. Les anneaux factoriels ne sont pas nécessairement principaux.

Proposition 25. Un anneau principal est un anneau à PGCD. Pour toute famille
a1, . . . , ar ∈ A∗, il existe δ ∈ A∗ tel que (a1, . . . , ar) = (δ). Cet élément s’écrit
δ =

∑r
k=1 ukak où u1, . . . , ur sont des éléments de A et δ est un PGCD de a1, . . . , ar.

Théorème 26 (Bézout). Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. Ces éléments sont premiers entre
eux si, et seulement s’il existe (u1, . . . , ur) ∈ Ar tel que

∑r
k=1 ukak = 1.

Corollaire 27. Soient a, b, c ∈ A∗ Si c est premier avec a, alors a ∧ b = a ∧ (bc).

Corollaire 28. Soient a1, . . . , ar, c ∈ A∗. Si c est premier avec chacun des ak, alors
c est premier avec

∏r
k=1 ak.

Corollaire 29 (Gauss). Soient a, b, c ∈ A∗. Si a divise bc et a est premier avec b,
alors a divise c.

Théorème 30. Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. Il existe µ ∈ A tel que (a1)∩ · · · ∩ (ar) = (µ).

Corollaire 31. Soient a1, . . . , ar ∈ A∗. Si les ak sont deux à deux premiers entre
eux, alors PPCM(a1, . . . , ar) =

∏r
k=1 ak.

Théorème 32 (Chinois). Soient a1, . . . ar ∈ A∗ deux à deux premiers entre

eux. L’application φ :
A −→

∏r
j=1

A
(aj)

x 7−→ (πj(x))1⩽j⩽r

est un morphisme d’anneaux sur-

jectifs de noyau ker(φ) =
(∏r

j=1 aj

)
. φ induit un isomorphisme d’anneaux

φ :
A

(
∏r

j=1 aj)
−→

∏r
j=1

A
(aj)

π(x) 7−→ (πj(x))1⩽j⩽r

d’inverse φ−1 :

∏r
j=1

A
(aj)

−→ A∏r
j=1(aj)

(π′
jxj)1⩽j⩽r 7−→

∑r
i=1 xiuibi

où

(uj)1⩽j⩽r est une suite de A telle que
∑r

j=1 ujbj = 1.

Application 33. Résolution d’une équation diophantienne dans Z.
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III Anneau euclidien et algorithmes de calculs

Définition 34. A est dit euclidien s’il existe un stathme, i.e. une application φ :

A∗ −→ N tel que pour tout couple (a, b) ∈ A avec b ̸= 0, il existe (q, r) ∈ A2 tel que
a = bq + r avec r = 0 ou r ̸= 0 et φ(r) < φ(b).

Proposition 35. Un anneau euclidien est principal.

Méthode 36 (Algorithme d’Euclide). Soient a, b ∈ A∗ tels que φ(a) ⩾ φ(b).
On note r0 = b. Soit r1 le reste de la division euclidienne de a par b. r1 = 0 ou bien
r1 ̸= 0 et 0 ⩽ φ(r1) < φ(r0).
Pour n ⩾ 2, si rn−1 = 0, alors rn = 0 sinon rn est le reste de la division euclidienne
de rn−2 par rn−1.
Il existe p ∈ N tel que rp = 0, 0 ⩽ φ(rp−1) < · · · < φ(r1) < φ(r0) et a ∧ b = rp−1.

Exemple 37. [Gou21, p. 12] (26,−11) est une solution de 47u+ 111v = 1.

Méthode 38 (Algorithme d’Euclide étendu).

Méthode 39 (Décomposition en éléments simples).

Application 40. [Gou21, p. 204]
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