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1 Fonctions convexes réelles

1.1 Rappels

Dé�nition 1. On dit que f : I −→ R est convexe si

∀x, y ∈ I, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
λx+ (1− λ)y

)
⩽ λf(x) + (1− λ)f(y)

On dit qu'elle est strictement convexe si l'inégalité précédente est stricte si x ̸= y et

λ ∈]0, 1[.
On dit que f est concave si −f est convexe.

Proposition 2. La somme de deux fonctions convexes est convexe. La multiplication par

un produit scalaire d'une fonction convexe est convexe. La borne supérieure d'une famille

de fonctions convexes est convexe.

Théorème 3. Soit f : I −→ R une fonction convexes, x1, ..., xn ∈ I et λ1, ..., λn ⩾ 0 de

somme 1, alors

f

(
n∑

i=1

λif(xi)

)
⩽

n∑
i=1

λif(xi)

Théorème 4. Soit f : I −→ R, pour a ∈ I, on note pa : x ̸= a 7−→ f(x)− f(a)

x− a
. Alors,

f est convexe si, et seulement si, pour tout a ∈ I, pa est croissante.

Corollaire 5. Soit f : I −→ R.

1. Si f est dérivable sur I, alors f est convexe si, et seulement si, f ′
est croissante sur

I.

2. Si f est dérivable deux fois sur I, alors f est convexe si, et seulement si, f ′′
est

positive sur I.

Exemple 6 : ln est concave, exp est strictement convexe. Une fonction à la fois convexe
et concave est a�ne.

1.2 Inégalités de convexité

Exemples 7 :

• ∀x ∈
[
0,

π

2

]
,
2

π
x ⩽ sin(x) ⩽ x.

• ∀x ∈ R, ex ⩾ 1 + x.

Proposition 8 (Inégalité arithmético-géométrique). Soit x1, ..., xn ⩾ 0, alors

n
√
x1...xn ⩽

1

n

n∑
i=1

xi

avec égalité si, et seulement si, tous les xi sont égaux.

Proposition 9 (Inégalité de Young). Soit u, v ⩾ 0 et p, q > 1 tels que
1

p
+

1

q
, alors

uv ⩽
up

p
+

vq

q

avec égalité si, et seulement si, up = vq.

Corollaire 10 (Inégalité de Hölder). Soit f ∈ Lp
et g ∈ Lq

avec
1

p
+

1

q
= 1, alors fg ∈ L1

et

∥fg∥L1 ⩽ ∥f∥Lp∥g∥Lq

avec égalité si, et seulement si, f et g sont colinéaires presque partout.

Application 11 : (Inégalité de Minkowski) Si f, g ∈ Lp, alors ∥f + g∥Lp ⩽ ∥f∥Lp +
∥g∥Lp . En particulier, on en déduit que Lp est un espace vectoriel normé.

Théorème 12. Soit fI −→ R une fonction convexe, alors pour x ∈ I, on a

f(x) = sup {φ(x), φ a�ne, φ ⩽ g}

Corollaire 13 (Inégalité de Jensen). Soit f une fonction intégrable et φ une fonction

convexe, alors

φ

(∫ 1

0

f(x)dx

)
⩽
∫ 1

0

φ
(
f(x)

)
dx
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2 CONVEXITÉ DANS LES ESPACES NORMÉS DE DIMENSION FINIE

Application 14 : Soit F =
{
f ∈ C1([a, b],R), f(a) = α, f(b) = β

}
où α, β ∈ R �xé.

Alors,

∀f ∈ F,

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx ⩾ (b− a)

√
1 +m2 avec m =

α− β

a− b

Géométriquement, le chemin le plus court entre deux points est la ligne droite.

2 Convexité dans les espaces normés de dimension �nie

On �xe E un espace euclidien de dimension n.

2.1 Parties convexes et fonctions convexes

Dé�nition 15. Soit C ⊂ E, on dit que C est convexe si

∀x, y ∈ C, [x, y] := {λx+ (1− λ)y, λ ∈ [0, 1]} ⊂ C

Exemples 16 :
• Tout sous-espace vectoriel est convexe.
• Toute boule est convexe.
• Toute partie convexe est aussi connexe (par arcs).

Proposition 17. Soit f : I −→ R. Alors, f est convexe si, et seulement si,

{(x, y), y ⩾ f(x)} est une partie convexe de R2
.

Dé�nition 18. Soit U un ouvert convexe de E et f : U −→ E. On dit que f est convexe

si, et seulement si,

∀x, y ∈ U,∀λ ∈ [0, 1], f
(
λx+ (1− λ)y

)
⩽ λf(x) + (1− λ)f(y)

Proposition 19. On suppose que f est di�érentiable sur U . Alors, f est convexe si, et

seulement si,

∀x, y ∈ U, f(y)− f(x) ⩾
〈
∇f(x), y − x

〉
Proposition 20. Si f est deux fois di�érentiable sur U , alors f est convexe si, et seule-

ment si, ∀x ∈ U,d2f(x) est une forme quadratique positive.

Exemple 21 : Si A ∈ S+
n (R), alors x 7−→ Ax+ b est une fonction convexe.

Dé�nition 22 (Transformée de Legendre). Soit φ : E −→ R∪ {+∞} non identiquement

égale à +∞. On dé�nit la transformée de Legendre de φ par :

φ∗(x) = sup {⟨y, x⟩ − φ(y), y ∈ E}

Proposition 23. φ∗
est convexe et semi-continue inférieurement, ie {φ ⩽ λ} est un

fermé.

Proposition 24. On suppose que φ est convexe, semi-continue inférieurement non iden-

tiquement égale à +∞, alors φ∗
n'est pas identiquement égale à +∞.

Théorème 25. Soit φ convexe, semi-continue inférieurement non identiquement égale à

+∞, alors

φ∗∗ = φ

Exemple 26 : Si φ(x) = ∥x∥, alors φ∗(x) =

{
0 si ∥x∥ ⩽ 1
+∞ sinon

et on en déduit que

∀x ∈ E, ∥x∥ = sup
∥y∥⩽1

⟨x, y⟩

2.2 Topologie des convexes

Dé�nition 27. Soit A une partie de E, le plus petit convexe contenant A est appelé

enveloppe convexe de A et est noté Conv(A). Plus précisément, on a x ∈ Conv(A) si, et

seulement si, ∃p ∈ N∗, ∃x1, ..., xp ∈ A,∃λ1, ..., λp ⩾ 0 tels que

x =

p∑
i=1

λixi et

p∑
i=1

λi = 1

Théorème 28 (Carathéodory). Soit A une partie de E, alors tout point de Conv(A) est
combinaison convexe d'au plus n+ 1 points de A.

Corollaire 29. Si A est de plus compact, alors Conv(A) est compact.

Dé�nition 30. Soit K un convexe compact non vide de E. On dit que a ∈ K est extrémal

lorsque K \ {a} est convexe, autrement dit, si a n'est pas le milieu de deux points distincts

de K.

Théorème 31 (Krein-Milman). Soit K un convexe compact non vide de E, alors K est

l'enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Application 32 : On munit Mn(R) de la norme subordonnée à la norme euclidienne de
Rn et on note B la boule unité fermée de Mn(R) pour cette norme. Alors, l'ensemble des
points extémaux de B est On(R). En particulier,

Conv
(
On(R)

)
= B

Dé�nition 33 (Jauge de Minkowski). Soit C un convexe d'intérieur non vide, on pose

pour x ∈ C,

j(x) = inf
{
λ > 0,

x

λ
∈ C

}
Proposition 34. J est bien dé�nie, on a

1. ∀λ > 0, j(λx) = λj(x).

2. j(x+ y) ⩽ j(x) + j(y).
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2.3 Optimisation 3 ESPACES DE HILBERT

3. Si C est symétrique, alors j(−x) = j(x).

4. Si C est bornée, alors j(x) = 0 ⇐⇒ 0.

5. Si B(0, r) ⊂ C, alors j est
2

r
-lipschitzienne.

Application 35 : Un convexe ouvert non vide est homéomorphe à E.

Corollaire 36. Soit C une partie convexe, compacte, symétrique et d'intérieur non vide,

alors j dé�nit une norme sur E.

Application 37 : Tout convexe compact d'intérieur non vide est homéomorphe à la
boule unité fermée.

Dé�nition 38. Un ellipsoïde est un ensemble de la forme E =
{
x ∈ Rn, xTAx ⩽ 1

}
où

A ∈ S++
n (R).

Lemme 39. Soit A,B ∈ S++
n (R), alors il existe P ∈ GLn(R) et D diagonale à coe�cients

strictement positifs tels que

A = PTP et B = PTDP

DEVELOPPEMENT 1

Lemme 40 (log-concavité du déterminant). Soit A,B ∈ S++
n (R) et α, β > 0 tels que

α+ β = 1, alors
det(αA+ βB) ⩾ det(A)α det(B)β

Théorème 41 (Ellipsoïde de John-Loewner). Soit K un compact d'intérieur non vide

de Rn
, alors il existe un unique ellipsoïde centré en 0 de volume minimal contenant K.

Application 41 : Les sous-groupes compacts de GLn(R) sont conjugués à On(R).

2.3 Optimisation

Dé�nition 42. On dit que J : E −→ R est coercive si lim
∥u∥→+∞

∣∣J(u)∣∣ = +∞.

Proposition 43. Soit J : E −→ R coercive continue, alors J admet un minimum.

Application 44 : Soit A ∈ Mp,n(R) et b ∈ Rp, alors le problème aux moindres carrés
admet toujours une solution, ie inf

x∈Rn
∥Ax− b∥2 existe toujours.

Il su�t de considérer J : x ∈ Rn 7−→ 1

2
∥Ax − b∥2 − 1

2
∥b∥2 qui est convexe et l'ensemble

des points minimisants est l'ensemble des x tels que

ATAx−AT b = 0

Dé�nition 45. On dit que J : E −→ R est α-elliptique si

∀x, y ∈ E,
〈
∇f(x)−∇f(y), x− y

〉
⩾ α∥x− y∥2

Théorème 46 (Descente de gradient à pas constant). Soit J une fonction α-elliptique,
di�érentiable et telle que ∇J est C-lipschitzienne, on dé�nit la suite un+1 = un−µ∇J(un)
où µ ⩾ 0 est �xé.

Si µ ∈
]
0,

2α

C2

[
, alors (un) converge vers l'unique minimum de J .

DEVELOPPEMENT 2

Lemme 47 (Kantorovitch). Soit A ∈ S++
n (R) et x ̸= 0, alors

∥x∥4

∥x∥2
A−1∥x∥2A

⩾ 4
λmaxλmin

(λmax + λmin)2

où ∥x∥S = xTSx si S ∈ S++
n (R).

Théorème 48. Soit Φ(x) =
1

2
xTAx− xT b avec A ∈ S++

n (R) et b ∈ Rn \ {0}. Alors,

1. Φ admet un unique minimium x.

2. On dé�nit x0 ̸= x et xk+1 = xk − αk∇Φ(xk) avec αk =
∥∇Φ(xk)∥2

∥∇Φ(xk)∥2A
, alors (xk)

converge vers x.

3. De plus, on a l'estimation de la vitesse de convergence :

∥xk+1 − x∥ ⩽

√
λmax

λmin

(
λmax − λmin

λmax + λmin

)k+1

∥x0 − x∥

4. En�n, soit (xk) est stationnaire à partir du rang 1, soit xk ̸= xk+1 pour tout k.

3 Espaces de Hilbert

On �xe H un espace de Hilbert.

3.1 Projection sur un convexe fermé et conséquences

Théorème 49. Soit C un convexe fermé non vide de H, alors pour tout x ∈ H, il existe

un unique y ∈ C tel que ∥x−y∥ = d(x,C). Ce point est appelé projection de x sur C, noté

pC(x), caractérisé par

y ∈ C et ∀z ∈ H,Re
(
⟨x− y, z − y⟩

)
⩽ 0

Si F est un sous-espace fermé, alors pF est la projection orthogonale sur F .
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Exemple 50 : Un sous-espace de dimension �nie de H est un convexe fermé non vide,
on peut donc projeter sur les sous-espaces de dimension �nie.

Corollaire 51. Soit F un sous-espace fermé de H, alors

H = F ⊕ F⊥

Application 52 : Soit F un sous-espace de H, alors F est dense dans H si, et seulement
si, F⊥ = 0.

Théorème 53 (Représentation de Riesz). L'application y ∈ H 7−→ ⟨·, y⟩ ∈ H ′
est une

isométrie surjective, ie pour toute forme linéaire continue ϕ ∈ H ′
, il existe un unique

y ∈ H tel que

∀x ∈ H,ϕ(x) = ⟨x, y⟩
avec ∥ϕ∥ = ∥y∥.

Application 54 : Soit T un opérateur de H, il existe un unique opérateur T ∗ de H tel
que

∀x, y ∈ H, ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩
De plus, ∥T ∗∥ = ∥T∥. On appelle T ∗ l'opérateur adjoint de T .

3.2 Résolution d'EDP

Théorème 55 (Lax-Milgram). Soit L une forme linéaire continue sur H et a une forme

biliénaire continue et coercive sur H. Alors, il existe un unique u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = L(v)

Si a est de plus symétrique, on note J(v) =
1

2
a(v, v)−L(v), alors u est l'unique minimum

de l'énergie :

J(u) = min
v∈H

J(v)

Dé�nition 56. On dé�nit H1(]0, 1[) = {
u ∈ L2(]0, 1[), u′ ∈ L2(]0, 1[)

}
où la dérivée est

prise au sens des distributions.

Proposition 57. On munit H1
de la norme ∥u∥H1 =

(
∥u∥2L2 + ∥u′∥2L2

) 1
2 , ce qui fait de

H1
un espace de Hilbert séparable.

Théorème 58. On a une injection continue H1(]0, 1[) ↪→ C0([0, 1]).
Dé�nition 59. On dé�nit H1

0

(
]0, 1[

)
comme l'adhérence des fonctions C∞

à support com-

pact pour la norme H1
.

Théorème 60.
H1

0

(
]0, 1[

)
=
{
u ∈ H1(]0, 1[), u(0) = u(1) = 0

}
Proposition 61 (Inégalité de Poincaré).

∀u ∈ H1
0

(
]0, 1[

)
, ∥u∥L2 ⩽

1

π
∥u′∥L2

Application 62 : Soit ϕ : R −→ R strictemnet convexe et C1 et f ∈ L2(]0, 1[).
L'équation −u′′ + ϕ′(u) = f a une unique solution faible dans H2(]0, 1[) ∩H1

0

(
]0, 1[

)
.
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