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1 Premiéres définitions

1.1 Polynémes trigonométriques

Définition 1. On note e, : t € R — ™, CY (R, C) lespace des fonctions conti-
nues 2w-périodiques sur R, sur lequel on définit le produit scalaire

)= 5= [ S0t

Proposition 2. La famille (e,)nez est orthonormée dans CI_ (R, C).
Corollaire 3. La famille (1,cos(nt),sin(mf))n>1 est orthogonale dans C3_(R,C).

Définition 4. Un polyndome trigonométrique de degré N est un élément de
N

Vect(en)—N<n<n. Les coefficients ¢, de Z Cnen Sont alors appelés coefficients
n=—N
exponentiels de P.

Remarque 5 : Tout polyndme trigonométrique peut s’écrire sous sa forme réelle :

N

% + Z (an cos(nt) + b, sin(nt)). Les coefficients (a,,) et (b,) sont appelés coeffi-
n=1

cients trigonométriques de P.

Proposition 6. En gardant les notations précédentes, on a

N

2
a
IPIB= 3 len =22+
n=—N

i\’: (|an|2 + |bn|2)

n=1

[N

1.2 Séries trigonométriques

Définition 7. Une série trigonométrique est une série de fonctions de la forme

co + g (cne””C + c_ne_mx) que ’on écrira plutot g cpe'™.
n>1 nez

Remarque 8 : En particulier, la convergence d’une série trigonométrique revient

N
a la convergence de la suite ( g cnem“> et on notera alors
n=—N NeN
N “+o00
lim E cpe™t = g cpe'"
N—+oo

En particulier, on peut avoir convergence sans que la famille (¢,e"™"),cz soit som-
mable.

s 10 L. . L. a
Remarque 9 : On peut aussi définir une série trigonométrique de la forme 50 +

Z (an cos(nz) + by, sin(nx)).

n=1

Proposition 10. En gardant les notations précédentes, si Z len| et Z lc—pn]
neN
(resp. Z lan| et Z |bn|) convergent, alors les séries trigonométriques associées

neN neN
convergent normalement sur R,

En particulier, ces séries trigonométriques définissent des fonctions continues et
27 -périodiques.

neN

Proposition 11. Soit (a,,) et (by,) deux suites décroissantes de réels positifs tendant
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vers 0, alors les séries trigonométriques Zan cos(nt) et an sin(nt) convergent
uniformément sur tout segment de R\ 27Z.

1.3 Séries de Fourier

Définition 12. Soit f est continue par morceaux et 2mw-périodique, on appelle co-
efficients de Fourier les complezes

1

:277

Ft)e™™dt = (f, en)

—T

Vn € Z,cn(f)

La série de Fourier de f est la série trigonométrique Z cne'™. On note Sy (f) =

nez
> enl(fen

n=—N

Remarque 13 : On définit de méme des coefficients de Fourier “réels” via

1 (" 1 [7
p = — f(t) cos(nt)dt et by, = — f(t) sin(nt)dt
L —— T™J—x
On a les relations suivantes :
. a, — ib,
ap, = cptce_n(f) no = 9
{ b, = Z(Cn — C—n) e _ Qn + ib,
C_p = —

Remarque 14 : Le N-iéme polynome trigonométrique associé a la série de Fourier
de f est la meilleure approximation de f dans Vect(e,)—n<n<n-

Remarque 15 : Si f est T-périodique et continue en général, on a toujours des

I irne
coefficients de Fourier définis par ¢, = T / f (ars)e_2 T dzx.
0

Proposition 16. Soit f continue par morceaux et 2m-périodique, alors :

~ o~

1. Si Ji(x) = f(~x), alors, c,(f) = c—n(f).

2.
8. SiT.f(z) = f(x —a), alors c,(Tof) = e ™ cp(f).
4

5. Si f est continue et C' par morceauz, alors c,(f') = inc,(f).

Théoréme 17. Si f est somme d’une série trigonométrique E Cn€n QUi converge
neZ
uniformément, alors ¢, (f) = cp.

Théoréme 18 (Inégalité de Bessel). Soit f continue par morceaux et 2w -périodique,

alors
N

> len P <IIFI3

n=—N

Théoréme 19 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f continue par morceaux et
27 -périodique, alors

en(f)

|n|—+o00

Corollaire 20. Si f est C*¥! et C* par morceauz, 2m-périodique, alors en(f) =

()

Définition 21. Soit f une fonction continue par morceauz, on dit qu’elle vérifie la
condition de Dirichlet si

e = LEVHLE)

On notera Do, l’espace des fonctions continues par morceauzx, 2m-périodiques qui
vérifient la condition de Dirichlet.

Remarque 22 : En munissant Dy, du méme produit scalaire que celui sur
CY_(R,C), on définit alors un espace préhilbertien.

Théoréme 23. Soit f € Doy, alors siVn € Z,c, =0, alors f = 0.

2 Modes de convergence

2.1 Produit de convolution et convergence en moyenne qua-
dratique

Définition 24. Soit f et g deux fonctions intégrables, alors on définit presque
partout une fonction f * g par

1

frg(a)= o

27
— [ f—tg(t)dt
T Jo
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Proposition 25. Le produit de convolution est commutatif et associatif. De plus,
on a

cn(f*g) = cn(f)en(g)

Théoréme 26 (Formule de Parseval). Soit f continue par morceauz, 2m-périodique,

alors
Do leal O =113

neZ

Corollaire 27. Soit f € Dy, alors Sx(f) converge vers f pour la norme L*. En
particulier, on en déduit que la famille (e,)nez est une famille totale de Doy .

2.2 Noyau de Dirichlet et théoréme de Dirichlet
Définition 28. Soit N € N, on définit

N
1. Dy = Z en le noyau de Dirichlet.
n=—N
=
2. Ky = N kZ_O Dy, le noyau de Féjer.

Proposition 29. Le noyau de Dirichlet Dy vérifie :
1 ™
1. Dy est paire et — D, (t)dt = 1.
2 J_ .
sin (N;r% )
2. Dy(z) = ———=.

n <
Sll’l2

3. Si [ est continue par morceaux et 2mw-périodique, alors Sy(f) = f* Dn.

Théoréme 30 (Dirichlet). Soit f € Dy qui est C' par morceaus, alors Sy (f)
converge simplement vers f sur R.

2.3 Noyau de Féjer et théoréme de Féjer
Proposition 31. Le noyau de Féjer Ky vérifie :

£ (8-

n=—N
2
sin N””]

1. Ky =

1

2. KN(I) = N l

2

T
Slni

3. | Kn|=1.

N—-1
/. Sion(f) = % " Su(f), alors on(f) = f + K.
k=0

Théoréme 32 (Féjer). Si f € CY (R, C), alors on(f) converge uniformément vers
f osurR.

Corollaire 33 (Weierstrass trigonométrique). Toute fonction continue et pério-
dique est limite uniforme d’une suite de polynomes trigonomeétriques.

3 Applications

3.1 Calculs de sommes

2
Exemple 34: Soit f:x € [-m, 7] — 1— % prolongée par 2m-périodicité. Alors,
™

on obtient

1 2
> E

n>1

1 w2 1

- _ t =

Z (2n—12 3 € Z 90
n>1

n>1

Définition 35. Soit f € L'(R), on définit sa transformée de Fourier par
F()se [ Fe e
R

Théoréme 36 (Formule de Poisson). Soit f continue et intégrable, on suppose qu’il

eziste M > 0, a > 1 tel que Vo € R,|f(z)| < M(1+ |a:\)7a et tel que Z}'(f)(n)
nez
converge. Alors,

> ) =Y "F(f)n)

ne”Z neZ

1
2 ey

neE”Z

Application 37 : Ecotanh(aﬂ) .
a

Application 38 :

w0 e Ly

nez neL



3.2 Reconstitution de signal

3 APPLICATIONS

3.2 Reconstitution de signal

Théoréme 39 (Echantillonnage de Shannon). Soit f € C™ telle que sa transformée

1
w]. Alors pour T > —, on

de Fourier est C* a support compact, inclus dans [—w, 5
w

a

fit) =2wT Z f(2imnT)sinc(w(t — 2anT))

neZ

Remarque 40 : On peut reconstituer un signal physique en échantillonnant le
signal “suffisamment” réguliérement.

DEVELOPPEMENT 1

Proposition 41 (Phénoméne de Gibbs). On considére ¢ un signal carré : qui

1
vaut 1 sur |0, 7[ et O sur |m,27] et 5 en ses discontinuités et prolongée par 2m-

périodicité. Alors,

1. Vt e R, o(t ———— 2~ (convergence simple de la série de

Fourier).

2. La série de Fourier ne converge pas uniformément vers f. En effet,
1 1 /’T sin(s)

— — _l’_ — _
n—too 2w Jq s

La série de Fourier d’un signal carré ne permet pas de reconsti-
tuer ses hautes fréquences.

1S2n—1()]] 00 ds > 1

Remarque 42 :

3.3 Reésolution de I’équation de la chaleur

DEVELOPPEMENT 2

Théoréme 43. Soit f € C'([0,7],R) telle que f(0) =
une unique solution u € C*([0, 7]x]0, +o0[) N CY([0, 7] x
la chaleur :

f(m) = 0. Alors, il existe
[0, +00]) & Uéquation de

Oru = 9%u (v,t)€

u(z,0) = [f(=)
u(0,t) = u(m,t) = 0

[0, ] x]0, 00|
x € [0, 7]
t €0, +o0[
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