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1 Fonctions holomorphes

1.1 Holomorphie

Définition 1. Soit f: C — C, on dit que f est dérivable en zo € C si

i o+ h) = f(z0)
h—0 h

eC

Cette limite est alors notée f'(z0).
On dit que f est holomorphe sur U si elle est dérivable en tout point de U. On note H(U)
l’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Proposition 2. H(U) est une C-algébre. De plus, la composée de fonctions holomorphes
est holomorphe. Enfin, l'inverse défini d’une fonction holomorphe est aussi holomorphe.

Théoréme 3 (Cauchy-Riemann). Soit f: U CC — C et z =2+ iy € U. Alors, on a
équivalence entre :

1. f est dérivable en z.
2. f est différentiable en (x,y) et

of

L) o

T oz

8. Si f s’écrit w4 iv, alors u et v sont différentiables et

u _ v
or By
ou _ oo
oy ox

Exemple 4 :

1. Si f est polynomiale, alors f est holomorphe sur C.

2. Si f est la conjugaison complexe, alors f n’est pas holomorphe sur C.
Proposition 5. Soit U un ouvert conneze de C et f € H(U), alors on équivalence entre :

1. f est constante sur U.

2. Re(f) est constante sur U.
3. Im(f) est constante sur U.
4. |f| est constante sur U.

5. f e HU).

1.2 Analyticité

Définition 6. Une série entiére est une série de fonctions an ot frn : 2 € C —

anz" € C avec an, € C. On dit que f est développable en série entiére si f est somme
d’une série entiére au voisinage de 0.

On dit que f est analytique sur U C C si pour tout a € U, z — f(z — a) est développable
en série entiére.

1 *
Exemple 7 : z+—— — est analytique sur C*.
z

Définition 8. Soit E anz" une série entiére. Alors, son rayon de convergence est la

quantité R = sup {|z|, (anz™)nen est bornée} € [0, +o0].

Lemme 9. 51 Zanz" est de rayon de convergence R, alors Zanz" converge normale-
ment sur D(0, R).

Théoréme 10. Si E anz" une série entiére, on a

R= sup{\z|,ngrfoo anz" = 0} = {|z|,Zanz" converge absolument} = {|z|7 Zanz” converge

n n

Théoréme 11 (Formule de Hadamard). Soit Z anz" une série entiére de rayon R, alors

1
B= limsup V/|an|

n——+oo
Théoréme 12 (Prolongement analytique). Soit U un ouvert connezse de C et f analytique
sur U. Alors, on a équivalence entre :

1. f est identiquement nulle sur U.
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2. Il existe a € U tel que Vn € N,f(">(a) =0.

Théoréme 13 (Principe des zéros isolés). Soit U un ouvert conneze de C et f analytique
sur U non identiquement nulle. Alors, I’ensemble des zéros de f est une partie localement
finie de U.

Corollaire 14. SiU est un ouvert conneze de C, alors ’ensemble des fonctions analytiques
sur U est un anneau intégre.

Proposition 15. Soit U un ouvert conneze de C et f analytique sur U non identiquement
nulle et a € U un zéro de f. Alors, il existe un unique entier p tel que
1.Vi<p—1,f(a) =0 et fP(a) #0.
2. Il eziste une fonction holomorphe h telle que h(a) # 0 et

f(z) = (z = a)"h(2)

au voisinage de a.

k est alors appelé multiplicité du zéro de f.

1.3 Formule de Cauchy

Définition 16. Un chemin dans C est une application 7y : [a,b] — C continue et ¢! par
morceauz. On dit que v est fermé si v(a) = v(b).

Exemple 17 :

1. Sizy € Cet R > 0, alors, t € [0,21] — 20+ Re'" € C(0, R) est une paramétrisation
du cercle.

2. Siu,v € C, alors t € [0,1] — (1 — t)u + tv est une paramétrisation du segment
[u, v].

Définition 18. Soit v : [a,b] — C un chemin dans C et f une fonction continue sur

Im(y), alors on définit \
[ 1@z = [ s6m)

Théoréme 19. Soit U un ouvert de C et f continue sur U. Alors, on a équivalence entre :

1. f admet une primitive sur U.

2. Pour tout chemin fermé v dans U, on a /f(z)dz =0.
¥

Théoréme 20. Soit U un ouvert conveze de C et f continue sur U telle que / f(z)dz =
oA
0 pour tout triangle A de U. Alors, f admet une primitive sur U.

Théoréme 21 (de Goursat). Soit U un ouvert de C et f continue sur U, holomorphe sur

U\ {w}, alors pour tout triangle A C U, on a f(z)dz = 0.
oA

Définition 22. Soit v un chemin fermé et U = C\ Im(~). Alors, on définit

1 d
~

Théoréme 23 (Formule de Cauchy). Soit v un chemin fermé dans un ouvert convere U
et z € U\ Im(y) et f holomorphe sur U, alors

L [ f(w)
Ind =— [ —=d
O el
Corollaire 24. §i -y est un cercle de rayon R parcouru dans le sens direct, alors
_ 1 f(Q)
vz € DO, R), f(2) = 2m/7gfzdg

Théoréme 25 (Morera). Soit U un ouvert de C et f continue sur U. Alors, on a équi-
valence entre :

1. f est holomorphe sur U.
2. f est analytique sur U.

3. f admet localement une primitive sur U.

4. Pour tout triangle A C U, on a / f(z)dz = 0.
oA

2 Propriétés des fonctions holomorphes

2.1 Conséquences de la formule de Cauchy
Proposition 26. Soit f une fonction holomorphe sur D(0, R), on écrit f(z) = Zanz”,
neN
alors 1
Vr < Rlanl < = sup |f()
" zeC(0,R)

Corollaire 27. Toute focntion entiére bornée est constante.

Application 28 : Théoréme de D’Alembert-Gauss.

Application 29 : Si f est holomorphe non constante sur C, on a f(C) dense dans C.

Proposition 30 (Formule de la moyenne). Soit U un ouvert de C et f € H(U), alors si
D(a,7) CU, on a
1 27

f(a) fla+ Te“)dt

:2710

Théoréme 31. Soit U un ouvert de C et f holomorphe sur U, alors si f admet un
mazimum dans U, alors f est localement constante.
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2.2 Automorphismes du disque unité

DEVELOPPEMENT 1

Lemme 32. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D = {z € C, |z| < 1}
tel que f(0) =0 et Vz € D, |f(z)| < 1. Alors,

1. VzeD,|f(2)| <zl et |f/(0) <1

2. Si on a égalité dans un des cas précédents, alors il existe A € U tel que Vz €
D, f(z) = Az.

Théoréme 33. Sia €D et A € U, on pose

a—z

Pan(z) = )\1 —az

Alors,

Aut(D) = {@q,x,a € D, A € U}

Corollaire 34. SiH = {z € C,Im(z) > 0}, alors Aut(H) ~ PGL3 (R).

2.3 Suites dans H(U)

Théoréme 35. Soit U un ouvert de C et (f,) une suite d’éléments de H(U) qui converge
uniformément sur tout compact vers f. Alors,

1. feHU).
2. Pour tout j € N, la suite ( T(Lj))n converge uniformément sur tout compact vers f<j).

Théoréme 36. Soit X un espace mesuré et U un ouvert de C et f : U x X — C. On
suppose que

1. Pour tout z € U,x — f(z,x) est intégrable sur X.
2. Pour tout x € X,z —> f(z,x) est holomorphe sur U.

8. Pour tout compact K de U, il existe une fonction g intégrable sur X telle que
V(z,2) € K x X,|f(2,2)| < g(2)
Alors, F: z —> / f(z,2)du(x) est holomorphe sur U.
X

Proposition 37. Soit U un ouvert de C. Il existe une suite (K,) de compacts de C tels
que

1. U= U K,.
neN
2. Kn C Kny1.

8. Tout compact de U est contenu dans un des K.

DEVELOPPEMENT 2
Théoréme 38. Soit U un ouvert de C et A une partie de H(U). Alors, on a équivalence
entre :

1. A est bornée sur tout compact de U, ie pour tout compact K de U, il existe M
telle que Vf € A, || flloo,x < M.

2. A est relativement compacte, ie pour toute suite (fn) d’éléments de A, il existe
une sous-suite (fy,(n)) qui converge uniformément sur tout compact.

Application 39 :
par une norme.

La convergence uniforme sur tout compact de H(U) n’est pas induite

3 Meéromorphie

Théoréme 40. Soit U un ouvert de C et a € U et f holomorphe sur U\ {a}. Alors, seule
une des trois possibilités suivantes apparait :

1. f se prolonge en a en une fonction holomorphe sur U.

2. Il existe une unique suite finie de complezes (a—1,...,a—m) avec m =1 et a_ym # 0
telle que
m aik
z— f(z) _Zi(z—a)k
k=1

soit prolongeable en une fonction holomorphe sur U.
On dit que a est un péle d’ordre m de f.

3. Pour tout r > 0 tel que D(a,r), l’ensemble f(D(a,r)\ {a}) est dense dans C. On
dit que f admet une singularité essentielle en a.

Exemple 41 :
1. Si f est holomorphe telle que f(0) = 0, alors z — @ est dans le cas 1..
1
2. z+— . admet un pole simple (d’ordre 1) en 0.
1 . s .
3. z+— exp <;> admet une singularité essentielle en 0.
Proposition 42. Soit U un ouvert de C, A localement finie dans U et f € H(U \ A)

injective. Alors, les points de A sont soit effagables, soit des poles d’ordre 1.
De plus, les prolongements holomorphes de f restent injectives.

Application 43 :
acC'etbeC.

Les automorphismes de C sont exactement les z — az + b avec
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Application 44 : Les automorphismes de C* sont de la forme z — az avec a € C* ou
a *

z+— — avec a € C™.
z

Définition 45. Soit U un ouvert de C. On dit que f est méromorphe sur U s’il ezxiste
une partie localement finie A de U telle que f est holomorphe sur U \ A et telle que tout
point de A soit un pole de f.

On note M(U) Uensemble des fonctions méromorphes sur U.

Proposition 46. Si U est conneze, M(U) est un corps.

Définition 47. Soit f € M(U) et a € U un péle d’ordre m. Alors, le coefficient a—1
défini dans le théoréme 40 est appelé résidu de f en a, on le note Resq(f).

Proposition 48. Soit f € M(U) et a € U un péle d’ordre m, alors,
e Sim =1, alors
Resq(f) = lim(z — a) f(2)
z—a
e Sim > 2, alors

Resq(f) = lim (ﬁ%((z - a)mf(z))>

z—a mfl

Théoréme 49 (des résidus). Soit U un ouvert conveze de C et aq, ..., a, des points deuz
& deuz distincts de U. On suppose que f est holomorphe sur U\ {a1,...,an} et que chaque
ar est un pole de f. Siy est un chemin fermé dans U qui évite tous les a;, alors

/ f(z)dz = 2im Z Ind, (ar)Resa, (f)
v k=1

Applications 50 :
1. Ona,sia>1,

/2” dt _2r
o a-+tcos(t)  aZ-_—1

L 2 s
En intégrant — —————— sur le cercle unité.
122+2az+1

1z

2. En intégrant ¢

sur un demi-cercle qui évite 0 (dessin en annexe), on trouve
z

/J”X’ sin(x) do —
0

m
x 2
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