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1 Séries entiéres et rayon de convergence

1.1 Deéfinitions

Définition 1. Soit (a,) une suite de complezes. Une série entiére est une série de fonc-
tions de la forme Zanz" pour z € C.

Remarque 2 : Il est possible de considérer une série entiére réelle avec Z ant™ pour
teR.

Lemme 3 (Abel). Soit zo € C, on suppose que (anzg) est bornée. Alors, pour tout

neN
|z| < |20], la série E anz" converge absolument.

Définition 4. Soit E anz" une série entiére. On considére les ensembles suivants :

~

E4 ensemble des z € C tels que Zanz" converge.

2. Es l’ensemble des z € C tels que Zanz" converge absolument.

— 0.

3. E3 l’ensemble des z € C tels que anz" -
n— (e o)

4. E4 Uensemble des z € C tels que (anz™)n est bornée.

Théoréme 5.
sup E1 = sup E2 = sup E3 = sup E4 € [0, +00]

Cette quantité est appelée rayon de convergence de la série entiére Z anz", noté R,.
Exemple 6 :

e Si m, est la n-iéme décimale de w, alors Zﬂnz” est de rayon 1.

ZTL

° Z o est de rayon +oo.

. Z nz" est de rayon nul.
Proposition 7. Soit R, le rayon de convergence de Zanzn, alors

1. Si|z| < R, Zanz" converge absolument.

2. Si|z| > R, Zanz” diverge grossiérement.

Remarque 8 : Si |z| = R, tout peut se produire.

. Z 2" ne converge pas si |z| = 1.
Zn
. Z 3 converge pour tout |z| = 1.
ZTL
. Z — converge en tout point |z| =1 sauf en z = 1.

1.2 Calcul du rayon de convergence

Théoréme 9 (Formule de Hadamard). Soit R le rayon de convergence de Zanz", alors

% = limsup V/|an|

n——+oo
Proposition 10. Soit g anz" une série entiére de rayon R.

1

1. Si (’{/|an\)neN a une limite £ € [0, +00], alors R = 7
n 1

2. Siayn # 0 pour n assez grand et si % — £ € ]0,400], alors R = 7

Exemple 11 :
1
. 272%™ est de rayon —.

1

. E 2%;:" est de rayon 5
2n\ , 1
g t d =,
. < . > 2" est de rayon o

Proposition 12. Soit Zanz" et anz” deuz séries entiéres, alors
1. S8ilan| < |bn| @ partir d’un certain rang, alors Rq > Ry.
2. Sia, = O(by), alors Ry > Ry.
3. St an ~ by, alors Ry = Ry.



1.3 Opérations sur les séries entiéres

2 PROPRIETES DE LA SOMME

1.3 Opérations sur les séries entiéres
Définition 13. Soit Zanz" et anz" deuz séries enticres. On définit alors
1. la série somme Z(an +bn)2".

n
2. la série produst E cn 2" avec ¢, = E arbn—k.
k=0

Théoréme 14. Soit Zanzn et anzn deur séries enticres et A € C*, alors
1. le rayon R de la série somme vérifie R > min(Rq, Ry) avec égalité si Ry # Ryp.
2. Rxa = Ra.
3. le rayon R de la série produit vérifie R > min(Rq, Ry) avec égalité si Rq # Rs.

Remarque 15 :
. E 2" et E —2" sont de rayon 1, mais leur série somme est de rayon infini.

2 sin=20 —1 n n
et bn:{ 1 , alors Zanz et anz

2" sin>1
o 1 . . . .
sont de rayons respectifs 3 et 1, mais la série produit est la série nulle.

sin=0

oOnnotean:{ sin>1
=

Définition 16. Soit E anz" une série entiére, sa série dérivée est la série E (n +
1)an+1z".

Proposition 17. La série dérivée a le méme rayon de convergence que la série initiale.

2 Propriétés de la somme

2.1 Régularité

Théoréme 18. Soit Zanz" une série entiére de rayon R, alors elle converge normale-
ment sur tout compact de D(0, R).

Corollaire 19. En particulier, la somme est continue sur D(0, R) et méme holomorphe
sur D(0, R) et sa dérivée est la somme de la série dérivée.

Remarque 20 : On peut dériver termes a termes sur l'intérieur du disque de conver-

gence.

T

Exemple 21 : On a an" = (=S

n>1

Proposition 22. Soit Zanx" une série entiére réelle de rayon R, alors pour tout seg-
ment [a,b] C] — R, R[, on a

/ab (Z anx"> de = an /ab z"da

neN neN

2.2 Développement en série entiére

Définition 23. Soit f une fonction définie dans un voisinage de zo € C. On dit que f est
développable en série entiére en zo s’il existe une série entiére Zanz" de rayon non nul
et un voisinage V de zo tel que

“+oo
Vi€V, f(2) =3 an(z— 20)"
n=0

Proposition 24. Toute fonction développable en série entiére en zo est C™° et

(p)
VpeN,ap, = 7]( p('Zo)

0 siz <0

250 est C°, mais n’est pas développable en série
siz

Remarque 25 : z+—— { 1
e x

entiére en 0.

Théoréme 26 (Taylor avec reste intégral). Soit f une fonction C" sur un segment
[0,t], alors on a

s =3 P+ [ o aa

n
k=0 0

Proposition 27. Soitr > 0 et f :] — r,7[—> R une fonction C*, on suppose qu’il existe
M >0 tel que Vt €] —r,r[,Vp € N, |f(p) (t)| < M, alors f est développable en série entiére
en 0.

2.3 Analyticité

Définition 28. Une fonction f : U — C est analytique si elle est développable en série
entiere en tout point de U.

Proposition 29. Soit Zanzn une série entiére de rayon R > 0, alors sa somme est
analytique sur D(0, R).
Théoréme 30 (Principe du prolongement analytique). Soit U un ouvert conneze et a €
U. Alors, on a équivalence entre :

1. f=0surU.

2. f =0 sur un voisinage de a.

3. VneN, f™(a)=0.

Théoréme 31 (Principe des zéros isolés). Soit U un ouvert conneze et f analytique sur
U non identiquement nulle, alors f~'(0) est localement fini (ie discret et fermé).



3 APPLICATIONS

Corollaire 32. Soit U un ouvert connezxe, alors l’anneau des fonctions analytiques sur U
est integre.

Théoréme 33 (Formule de Cauchy (admis)). Soit U un ouvert conveze de C, z € U et
r >0 tel que B(z,r) CU, v:t€[0,1] — z+re®™ et f holomorphe sur U, alors

Corollaire 34. Toute fonction holomorphe sur U est analytique sur U.

Corollaire 35. Soit Zanzn une série entiére de rayon R > 0 et f sa somme, alors

27

Vr €]0, R[, an = f(re®)e"%de

2mrn

Application 36 : Toute fonction entiére (ie somme d’une série entiére de rayon +00)
bornée sur C est constante.

Application 37 : (Théoréme de D’Alembert) Tout polynéme non constant de C[X]
admet une racine dans C.

3 Applications

3.1 Etude au bord du domaine de convergence

DEVELOPPEMENT 1
Théoréme 38 (Abel angulaire). Soit Zanz" une série entiére de rayon 1 de somme

f- Soit 6y € [O, g [, on considére le domaine angulaire
Agy = {1 — pe® 9 € [~00,00], p > o}
Si Zan converge, alors
lim

+oo
z%l,ZEAgo f(Z) = ;an

Application 39 : Si Z an et Z b, convergent et ¢, = Z arbn_r. Si Z cn, converge,
k=0

alors

() (2

neN neN neN

Théoréme 40 (Taubérien faible). Soit Z anz" une série entiere de rayon 1 de somme

1
f, on suppose que lim f(x) = S et que an = o <7), alors E an converge et S =
n

rz—1—
E an .-

neN

Application 41 : (du théoréme d’Abel)

+o0 n—1 +oo n
(=1 (=" _ =
=In(2 t =—
T n@ e nZ:O 1 4
Remarque 42 : On a Z(fl)"zn = i qui a une limite en 17, mais Z(fl)" ne

neN
converge pas.

1
En fait, on peut assouplir les hypothéses du théoréme taubérien en prenant a, = O (7>,

n
mais cela est beaucoup trop difficile pour cette legon.

Proposition 43. Soit (an) des réels strictement positifs tels que Z anz" est de rayon 1
de somme f, alors lim f(x)= +oo.
x—1—



3.2 Résolution d’équations différentielles

3 APPLICATIONS

Théoréme 44 (Comparaison de séries entiéres). Soit Zan:c" et anx" deuz séries

entiéres de somme f et g avec an > 0 et b, = o(axn). Alors, au voisinage de 1, on a

g(x) = o(f(2)).

Corollaire 45. 51
de rayon 1 et si by, ~ an, alors

Zan est une série 4 termes positifs divergente telle que Z anxz" est

+oo —+o0
n
E anT ~ E bnx
n=0 =1 n=0

Application 46 :
flx) ~

S1- 1—a

Si (an) est une suite a termes positifs telle que ag + ... + an ~ n, alors

Remarque 47 : Les résultats se généralisent pour des séries de rayon +oo.

3.2 Résolution d’équations différentielles

Méthode 48 :
Pécrivant en série entiére h(z) = E anz”. On cherche alors une relation de récurrence

On peut chercher les solutions d’une équation différentielle linéaire en

vérifiée par la suite (a,) par identiﬁncation.
Réciproquement, il s’agit de vérifier que la série entiére Zanw" avec (an) vérifiant la
relation de récurrence précédente a un rayon de convergence non nul.
DEVELOPPEMENT 2

Théoréme 49. L’ensemble des solutions développables en série entiere sur R de l’équa-
tion (E) : zy” + oy + xy = 0 est une droite vectorielle engendrée par la fonction
2n
n T
Jixr— Z(—l) T
neN

Proposition 50. Il eziste une solution de (E) sur ]0,+o00[ qui n’est pas bornée au
voisinage de 0.

Application 51 :
vz e R, J(x) = l/ cos(z sin §)do
0

71'
Théoréme 52 (Cas général). Soit ag,...,ap—1,b :] — R,R[— R des fonctions déve-
0 1 0 0
0 0 1 0

loppables en séries entiére, on note A(x) = . . . . )

ao(z) ai() ap—2(z)  ap-1(z)

0

Y’ A(z)Y + B(x)

B(z) = Y(0) = Y

et Yy € RP. Le probleme de Cauchy { admet

b(z)

une unique solution développable en série entiére sur | — R, RJ.

arcsin(x)
V1—2?

y =1 et y(0) = 1. On en déduit que f est développable en série entiére sur

Application 53 : Lafonction f : z €]—1,1[— vérifie ’équation différentielle

/
Y 1— 22
]—1,1]et

4" () i
f(m):Zﬁx +

neN

f

Application 54 : Soit f une somme d’une série entiére, alors e

en série entiére.

est aussi développable

3.3 Application au dénombrement

Méthode 55 :

PN a . L. L, . .
entiéres de la forme E an,z" ou E —Tm" appelées série génératrice (exponentielle) de
n

Si (an) est une suite récurrente linéaire, on peut considérer des séries

(an). La relation de récurrence sur (a,) peut induire une équation différentielle sur la
somme de la série génératrice et/ou un produit de Cauchy.

Ceci permet de calculer la somme de la série génératrice. Ceci peut donner des informations
sur la suite (an).

Exemple 56 :
le nombre de solutions (n1, ...,

Soit au, ..., oy des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. Soit Sy,
np) € N? de

nia1 + ... + Npap =n

Alors, si f(z) = Z Spz", alors f(z) est un produit de Cauchy et on en déduit par exemple
neN

1 nP!

ar...ap (p—1)!

Sn ~

Exemple 57 : (Nombre de dérangement) Soit D, le nombre de dérangements de

400
Dy
-z

e Grace a
k=0

S, (le nombre de permutations sans point fixe), on considére f(z) =



3.3 Application au dénombrement

3 APPLICATIONS

la relation kz;o (:) Dy = n!, on en déduit que

p

p!

k
Dy = k!z (=1)

Exemple 58 : (Nombres de Catalan) Soit (¢,) une suite qui vérifie la relation de

n—1

+oo
récurrence ¢, = chcn_k, on pose f(x) = chm", alors f(z)> = f(z) — x et on en
n=1

k=1
1<2n—2>
Cn = —
n\n—1

Exemple 59 : (Nombres de Bell) Soit (By) le nombre de partitions de [1,n]. On

400 n
B
pose f(z) = E —:lz", grace a la relation B,11 = E (n) B, on en déduit que f = e*f’
n

déduit que

! k
n=0 k=0
et
“+oo
1 k™
Bo=103 00
k=0
+oo 1
Exemple 60 : (Partition d’un entier) Pour [{| < 1, on note f(t) = H T
k=1

On note p, le nombre de partitions de l'entier n, ie le nombre de suites (yx) telles que
Z kyr = n, alors on a
k=1
F&) =14 pat"
n>1

Une étude difficile de cette série donne le résultat difficile (et admis) suivant
1 /2
3

n "~ €
P 4n/3
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