
241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Pandou

29 janvier 2022

X est un espace métrique, E est un espace normé, (fn) est une suite de fonctions
X −→ E et f : X −→ E.

1 Modes de convergence

1.1 Convergence simple

Dé�nition 1. La suite de fonctions (fn) converge simplement vers f lorsque pour tout

x ∈ X, la suite numérique
(
fn(x)

)
n∈N converge vers f(x).

On dit que la série de fonctions
∑

fn converge simplement si la suite des sommes par-

tielles converge simplement.

Exemple 2 : Soit fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn ∈ [0, 1]. (fn) converge simplement vers

f : x 7−→
{

0 si x < 1
0 sinon

qui n'est pas continue.

Exemple 3 : Soit gn : x ∈ R 7−→ Arctan
(x
n

)
, alors

0 = lim
x→+∞

lim
n→+∞

gn(x) ̸= lim
n→+∞

lim
x→+∞

gn(x) =
π

2

1.2 Convergence uniforme

Dé�nition 4. On dit que (fn) converge uniformément vers f si (fn − f) est bornée à

partir d'un certain rang et ∥fn − f∥∞ −→ 0.

La série de fonctions
∑

fn converge uniformément si la suite de fonctions

(
n∑

k=0

fk

)
k

converge uniformément.

Exemple 5 : (fn) ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1[, par contre converge
uniformément vers 0 sur tout [0, a], pour a < 1.

Remarque 6 : La convergence uniforme implique la convergence simple.

Exemple 7 : Une limite simple de fonctions K-lipschitziennes est uniforme.

Exercice 8 : Soit V un sous-espace de dimension �nie de C0([0, 1]) et (fn) une suite
de V qui converge simplement sur [0, 1], alors la convergence est uniforme.

Théorème 9 (Approximation de Weierstrass). Toute fonction continue sur un segment

est limite uniforme de polynômes.

Théorème 10. On suppose que E est un espace de Banach, alors (fn) converge unifor-

mément si, et seulement si,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ⩾ N, ∥fp − fq∥∞ ⩽ ε

Remarque 11 : Cela signi�e que l'espace des applications bornées de X dans E muni
de la norme ∥f∥∞ = sup

x∈X
|f(x)| est un espace de Banach.

Exemple 12 : Une limite uniforme sur R d'une suite de polynômes est un polynôme.

Théorème 13. Si X est compact et fn : X −→ R une suite de fonctions continues. On

suppose que

1. Pour tout x ∈ X,
{∣∣fn(x)∣∣, n ∈ N

}
est borné.

2. Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que

∀n ∈ N, ∀x, y ∈ R, |x− y| ⩽ η =⇒
∣∣fn(x)− fn(y)

∣∣ ⩽ ε

Alors, il existe une sous-suite de (fn) qui converge uniformément.

1.3 Convergence normale

Dé�nition 14. On dit que la série de fonctions
∑

fn converge normalement si la série

numérique
∑

∥fn∥∞ converge.

Proposition 15. La convergence normale implique la convergence uniforme.
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2 PROPAGATION DE RÉGULARITÉ

Remarque 16 : Il s'agit d'un critère souvent pratique pour montrer la convergence
uniforme. Mais, on peut avoir convergence uniforme sans avoir convergence normale :∑ (−1)n

nx
converge uniformément sur [0, 1], mais pas normalement.

2 Propagation de régularité

2.1 Continuité

Théorème 17. Soit (fn) une suite de fonctions continues qui converge uniformément

vers f . Alors, f est continue.

Remarque 18 : La contraposée permet parfois de voir rapidement que la convergence

n'est pas uniforme. Par contre, la réciproque est fausse : fn(x) =
2nx

1 + n2x2
converge

simplement vers 0 sur R+, mais la convergence n'est pas uniforme.

Théorème 19. Si E est un Banach et que (fn) converge uniformément, alors

lim
n→+∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→+∞

fn(x)

Remarque 20 : Les résultats tiennent pour des séries de fonctions.

Théorème 21 (Dini). Soit fn : [a, b] −→ R une suite de fonctions qui converge simple-

ment vers f : [a, b] −→ R continue. Si l'une des conditions est véri�ée :

1. (fn) est une suite croissante : ∀x ∈ [a, b], fn(x) ⩽ fn+1(x).

2. Pour chaque n ∈ N, fn est une fonction croissante.

Alors, la convergence est uniforme.

Application 22 : x 7−→
(
1 +

x

n

)n
converge uniformément vers exp sur tout segment.

Exemple 23 : Soit ∆ la fonction 1-périodique telle que ∀|x| ⩽ 1

2
,∆(x) = |x|, alors∑

n∈N

1

2n
∆(2nx) est continue et nulle part dérivable.

En conséquence, l'ensemble des fonctions continues nulle part dérivables est dense dans
C0([a, b]).
2.2 Dérivation

Théorème 25. Soit (fn) une suite de fonctions C1
sur [a, b] qui converge simplement vers

f . On suppose que (f ′
n) converge uniformément vers g, alors f est C1

et

∀x ∈ [a, b], f ′(x) = g(x)

Remarque 26 : La convergence uniforme de (f ′
n) est primordiale et la convergence

uniforme de (fn) ne su�t pas : par exemple x 7−→
√

x2 +
1

n
converge uniformément vers

x 7−→ |x|.

Théorème 27. Soit E,F deux espaces normés de dimension �nie et fn : U ⊂ E −→ F
une suite d'applications di�érentiables qui converge simplement vers f sur U . On suppose

que
(
dfn

)
n∈N converge uniformément vers une application U −→ L(E,F ).

Alors, f est di�érentiable sur U et

df = lim
n→+∞

dfn

Application 28 : exp : Mn(C) −→ GLn(C) est C1 et si M,H ∈ Mn(C), on a

d exp(M) ·H =

+∞∑
p=1

1

p!

p−1∑
k=0

MkHMp−1−k

2.3 Holomorphie

Théorème 29. Soit (fn) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert U de C qui

converge uniformément sur tout compact vers une fonction f . Alors,

1. f est holomorphe sur U .

2. Pour tout entier p, f (p)
n converge uniformément sur tout compact vers f (p)

.

Application 30 : La fonction s 7−→
+∞∑
n=1

1

ns
est holomorphe sur {z ∈ C,Re(z) > 1}.

2.4 Intégration

Dans cette partie, X est un espace mesuré.

Théorème 31 (Convergence monotone). Soit (fn) une suite croissante de fonctions po-

sitives mesurables qui converge simplement, alors la limite simple est mesurable et∫
X

lim
n→+∞

fndµ = lim
n→+∞

∫
X

fndµ

Corollaire 32 (Lemme de Fatou). Soit (fn) une suite de fonctions positives et mesurables,

alors ∫
X

lim inf
n→+∞

fndµ ⩽ lim inf
n→+∞

∫
X

fndµ
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4 SÉRIES DE FOURIER

Théorème 33 (Convergence dominée). Soit (fn) une suite de fonctions mesurables qui

converge simplement vers f presque partout. On suppose qu'il existe g : X −→ R intégrable

telle que pour presque tout x,

∀n ∈ N,
∣∣fn(x)∣∣ ⩽ g(x)

Alors, ∥fn − f∥L1 −→ 0. En particulier, on a∫
X

fdµ = lim
n→+∞

∫
X

fndµ

Théorème 34. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables telle que la série de terme

général

∫
|fn|dµ converge, alors

∑
n∈N

(∫
X

fndµ

)
=

∫
X

(∑
n∈N

fn

)
dµ

Application 35 :

∫ 1

0

xxdx =
∑
n⩾1

(−1)n+1

nn
.

3 Séries entières

Dé�nition 36. Une série entière est une série de fonctions de la forme
∑
n

anz
n
.

Proposition 37. Soit
∑

anz
n
une série entière et R > 0 tel que

(
anR

n)
n∈N est bornée.

Alors,

1.
∑

anz
n
est absolument convergente sur D(0, R).

2. Pour tout r < R,
∑

anz
n
converge normalement sur D(0, r).

Dé�nition 38. Soit
∑

anz
n
une série entière. Son rayon de convergence est le réel

R = sup
{
r ⩾ 0,

(
anr

n)
est bornée

}
∈ [0,+∞]

Théorème 39. Avec les notations précédentes, on a

1

R
= lim sup

n→+∞

n
√

|an|

Proposition 40. Soit R > 0 le rayon de convergence d'une série entière
∑

anz
n
, alors

1. Pour tout 0 < r < R, f : z 7−→
∑
n∈N

anz
n
converge normalement sur D(0, r) et ses

séries dérivées ont même rayon de convergence.

2. Si |z| > R,
∑
n

anz
n
diverge grossièrement.

3. Sur C(0, R), tout peut se produire.

DEVELOPPEMENT 1

Théorème 41 (Abel angulaire). Soit
∑

anz
n
une série entière de rayon 1 de somme

f . Soit θ0 ∈
[
0,

π

2

[
, on considère le domaine angulaire

Aθ0 =
{
1− ρeiθ, θ ∈ [−θ0, θ0], ρ > 0

}
Si
∑
n

an converge, alors

lim
z→1,z∈Aθ0

f(z) =

+∞∑
n=0

an

Application 42 : Si
∑

an et
∑

bn sont deux séries convergentes, on note cn =
n∑

k=0

akbn−k. Si
∑

cn converge, alors

∑
n∈N

cn =

(∑
n∈N

an

)(∑
n∈N

bn

)

Théorème 43 (Taubérien faible). Soit
∑

anz
n
une série entière de rayon 1 de somme

f telle que lim
x→1−

f(x) existe, notée S. On suppose que an = o

(
1

n

)
, alors

∑
an converge

et S =

+∞∑
n=0

an.

4 Séries de Fourier

On notera en : t ∈ R 7−→ eint pour n ∈ Z.

Dé�nition 44. Soit C2π(R,C) l'espace des fonctions continues par morceaux et 2π-
périodique. Si f ∈ C2π(R,C), on note

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt

La série de Fourier de f est la série
∑

cn(f)en, on note SN =

N∑
n=−N

cn(f)en la N-ième
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somme partielle.

Proposition 45 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ C2π(R,C), alors

cn(f) −→
|n|→+∞

0

Proposition 46. Si
∑
n∈N

|cn| et
∑
n∈N

|c−n| convergent, alors
∑
n∈Z

cne
inx

converge normale-

ment sur R.

Proposition 47. Soit f ∈ C2π(R,C), alors
1. f ∗ g ∈ C2π(R,C).
2. cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g).

3. f ∗ g =
∑
n∈Z

cn(f)cn(g)en.

Théorème 48 (Parseval). Soit f ∈ C2π(R,C), alors∑
n∈Z

|cn(f)|2 =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(t)∣∣2dt
Application 49 : En regardant f : x ∈ [0, π] 7−→ x(π − x), soit fp (resp. fi) le
prolongement pair (resp. impair) et 2π-périodique sur R, alors on a∑

n⩾1

1

n2
=

π2

6
,

∑
n⩾1

1

n4
=

π4

90
et

∑
n⩾1

1

n6
=

π6

945

Théorème 50. Soit f une fonction 2π-périodique, continue et C1
par morceaux, alors la

série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.

Application 51 : Soit f une fonction C∞ telle que F(f) est C∞ à support dans [−ω, ω].

Si T <
1

2ω
, alors, f est somme d'une série uniformément convergente

f(t) = 2Tω
∑
n∈Z

f(2πnT )sinc
(
(t− 2nπT )ω

)
DEVELOPPEMENT 2

Théorème 52 (Équation de la chaleur). Soit f ∈ C1([0, π],R) telle que f(0) = f(π) =

0. Alors, il existe une unique solution u ∈ C2([0, π]×]0,+∞[
)
∩ C0([0, π] × [0,+∞[

)
à

l'équation aux dérivées partielles
∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t) (x, t) ∈ [0, π]×]0,+∞[

u(x, 0) = f(x) x ∈ [0, π]
u(0, t) = u(π, t) = 0
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