236 : Tllustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.
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1 Calculs de primitives
1.1 Généralités
Théoréme 1. Soit f : [a,b] — R continue, alors f admet au moins une primitive F et

on a / f(x)de = F(b) — F(a).

b
Corollaire 2. En particulier, si f est C', alors / f (@®)dt = £(b) — f(a).

Théoréme 3 (Intégration par parties). Soit u,v : [a,b] — C deuz fonctions C*, alors

[ e esie = et~ [ et

Théoréme 4 (Changement de variables). Soit ¢ : [a,b] — R C" et f: I — C continue
par morceaus telle que ¢([a,b]) C 1. Alors,

b @ (b)
| fovima= [ | T

b
Remarque 5 : En général, on essaie de calculer / f(z)dz et on fait un changement de

variables en posant u = 1(x) et c’est dans ce cas 14 qu’on suppose que ¢ doit étre bijective
pour appliquer le résultat précédent avec o = 1~ ".

Théoréme 6 (Changement de variables). Soit ¢ un C'-difféomorphisme entre deuz ou-
verts U et V et f: V — R intégrable, alors

/f(v)dv:/ fop(u)] det dp(u)|du
v U

Exemple 7 : On se place dans R? et on veut faire le changement de variables polaires
(z,y) = (rcos@,rsinf) avec r > 0 et 0 € [0,27]. On trouve alors

/ f(z,y)dzdy = / f(rcos@,rsinf)rdrdd
R2 [0,+00[Xx[0,27]

1.2 Fractions rationnelles

Exemple 8 : (Primitives élémentaires)

f(z) F(z)
fe z°+1
’ o+l
- In |z| f(z) F(z)
% « coth(x) Insh(z)
. : O] th(x)
i ch(z)?
cone) o) : (1 : —coth(z)
cos() sin(z) sh(2)2 .
- arcsin(zx)
tan(x) —In | cos(z)| —
cotaln(az) In | sin(z)| \/1172 In(z + VIT )
cos2(z) tan(x) T
cos?2(x) ; —
W | —cotan(z) T |l Va2 — 1|
ehia) ch(z) p arctan(z)
ch(z) sh(z)
th(x) In Ch(x)

Méthode 9 : (Intégration des fractions rationnelles) Soit F' € R(X). Pour calculer

F, on décompose F' en éléments simples. On ramenés a intégrer des termes de la forme

1 ar +b . 20((z — p) 3
(z —a) (22 + cz + d) qu’on écrit sous la forme [(x o q2]" + [(x T q2]n.
e Termes de la forme o
(z —a)"”
/ _de W +C sin#1
(x—a)" In|z —a| +C sin=1
e Termes de la forme %.
[(z —p)? +¢?]
—+C sin>2

«
{ (1-n)[(@-p)2+q2]"

/M:
[(z—p)2+¢?]" aln[(z—p)+¢]+C

sin=1



1.3 Fractions rationnelles en cos et sin

1 CALCULS DE PRIMITIVES

B 7. On fait le changement ¢ = x — p et on intégre

e Termes de la forme ————
[(x = p)? + ¢?]

. 1
par parties, en notant I, = [ —————dt¢, on a :
(t2 +q2)n
2ng°T (2n —1)I, + t
ng Iny1=2n— DI, + ———
¢ Int+1 (&2 + ¢®)"
1
et [y = fArctang.
q q
1—x 1 20+ 1 3
Exemple 10 : o +1) =-3 @ t+at1) + 3 7 et on trouve

1—=z r+1 2
dz = ——Arct
/(962+x—|—1)2 ‘ x2+x+1+\/§ rcan(

1.3 Fractions rationnelles en cos et sin

Méthode 11 : (Polynémes en sin et cos) On veut intégrer sin” (z) cos™ (z).
e Sim oun est impair, disons n = 2p+1, on fait le changement de variables u = sin(z) :

/ sin™ () cos™ (z) = / sin™ (2)(1 — sin® 2)? cos(z)dz = / W1 — ) du

. P A . ..m n A A1 .
e Sinon, en général, on linéarise sin™ et cos™ grace a ’exponentielle complexe.

Exemple 12 :

/COS4(QJ) _ / (cosé(;ix) N cos;2x) N g) _ sin?fgm) n sinELQx) n gx

Méthode 13 (Fractions

R(sinz,cosz) ot R € R(X,Y). Le changement de variables ¢ = tang nous rameéne 3
2t 1-+¢
/R 14 7 t 2dt
141271412

1+1t2
Méthode 14 : (Régle de Bioche)
e Si R(sinz,cosz)dx est invariant par x <> ™ — x, on fait ¢ = sin(z).
e Si R(sinz,cosz)dz est invariant par « <+ —z, on fait ¢ = cos(z).
e Si R(sinz,cosz)dz est invariant par = <> m + x, on fait ¢ = tan(z).

rationnelles en sin et cos) On veut intégrer

Exemple 15 :

sin®(x) 1-—
i A = - = —2A
/ T+ cos2(2) dx o / T dt cos(z) rctan(cosx) + C

1.4 Fractions rationnelles et exp

Méthode 16 : (Fractions rationnelles en exp) On veut intégrer R(e”) avec R €

R(X). On fait t = €” et on a
/R(e :/@dt

Meéthode 17 : (Fractions rationnelles en trigonométrique hyperbolique) On
raisonne par analogie avec la méthode 10 et la régle de Bioche.

Exemple 18 :
e’ dt
e = —— =In(1+¢"
/1+ezdxt:6m T n(l+e*)

Méthode 19 : (Polynéme et exponentielle) On cherche a intégrer P(z)e™. On
cherche alors une primitive sous la forme Qe" et on identifie les coefficients dans ’expres-
sion rQ + Q' = P.

Si on veut intégrer P(z)e"” cos(mz), on passe par I’exponentielle complexe.

1.5 Intégrales abéliennes

Méthode 20 (Expressions radicales-homographiques) On veut intégrer

Rz ¢ ar+b ot R € R(X,Y). On fait t = ’\L/@. On est ramenés a
cr +d cr+d
/R< \/W) df — /R

Exemple 21 :

dt" —c
a—the

"(t)dt

avec g(t) =

6t°

/\/Hﬁf\yHﬁt—ﬁlez/ta sdt = 2v1 4+ 243V1 + 2+6 V1 + z+6log | V1 + z—1|

Méthode 22 : (Expressions radicales-second degré) On veut
R(m, vax? + br + c), soit A = b® — 4ac.
e Si A >0, on écrit \Vaz?+bxr+c= |z —aly/ a% et on applique la méthode 16.
e Si A <0, on écrit Vaz? + bz + ¢ = v/a\/q? + (x — p)? et on fait le changement de

variables © — p = gsh(t).

intégrer

Exemple 23 : /\/1—1’2: %( V1 — 22 — Arccos(x )



2 UTILISATION DE TECHNIQUES D’ANALYSE

2 Utilisation de techniques d’analyse

2.1 Meéthodes d’interversion

Théoréme 24 (Convergence dominée). Soit (fn) une suite de fonctions intégrables qui
converge simplement presque partout vers f. On suppose qu’il existe g intégrable telle que

Vn = 1,|fn| < g presque partout. Alors,
[ goi= [ s
n—-+oo X X

lim
! (1 - 3) dt.
0 n

Théoréme 26 (Fubini). On suppose que u et v sont o-finies et f : X XY — K intégrable.
Alors,

1. Pour presque tout x, y — f(x,y) est intégrable et pour presque tout y, x — f(z,y)
est intégrable.

2. x »—>/ flz,y)dv(y) ety »—>/ f(z,y)du(z) sont intégrables.
% X

3.
[ swev=[ ([ senam)aw = [ ([ @)

Application 27 : (Intégrale de Gauss) Sil = / 6712 da, le calcul de I? en coordon-
R

lim
n——+oo

/ |fn = fldu =10 en particulier,
X

lim
n—-+oo

Application 25 : I'(z) =

nées polaires donne I = /7.

Application 28 : (Volume de la boule unité) On note vq le volume de la boule unité

de R%. Deux changements de variables et le théoréme de Fubini donnent vg = %’l}de.
D’ou . .
™ 2k+1 k!
= t =2 -
V=g b ek (2k + 1)!

2.2 Intégrales & paramétres

Théoréme 29 (Continuité sous l'intégrale). Soit E un espace métrique et X mesurable
et f:Ex X — C. On suppose que

1. Pour tout u € E, f(u,-) est mesurable.

2. ur— f(u,x) est continue en uo € E pour presque tout x.

3. Il existe g intégrable telle que Vu € E, ‘f(u, )} < g pour presque tout x.

Alors, u »—)/ flu,z)du(x) est continue en ug.
X

DEVELOPPEMENT 1
Application 30 : Si f € CO([O, 1]), on définit

[(f)::ve[O,l]r—>\/§/ol jf”“‘%du

Alors, I est un opérateur continu de C°([0,1]) tel que

vfec([0,1]),Vz € [0,1], T o I(f)(z) = /Ox fHdt

m?n

Application 31 : En admettant que pour n < m, / o—dz = - 7; 7~ on
g 1+ x2™ mesin (22t17)
trouve que
oo dt
Vo > 1,/ = - u
o 14+t  asin(r/a)

Théoréme 32 (Dérivation sous l'intégrale). Soit I un intervalle ouvert de R, X mesurable
et f:IxX — C. On suppose que

1. Pour tout u € I, f(u,-) est intégrable.

2. Pour presque tout x, u — f(u,x) est dérivable sur I.

. . 0
3. Il existe g intégrable telle que pour presque tout x, pour tout u € I, on a 8—f(u, z)| <
u

g(x).
Alors, F : u M/ f(u,z)du(x) est dérivable sur I et
b's

Yu € I, F'(u) = /X %{(U:I)dﬂ(z)

(Intégrale de Gauss) En considérant g : z € [0, +oco[—

VT
.

Application 33

1~ +1)a? oo
/ —————dt, on en déduit que / e Vdt =
o 1+t 0

Application 34 : (Intégrale de Dirichlet) En considérant h :

+0oo o +0oo i
t) _» . t
/ we ‘dt, on en déduit que / sin )dt =I
0 3 0 t 2

r €€ Ry —

Application 35 : (Transformée de Fourier) Si f € L'(R), on définit sa transformée
de Fourier par

F(f):EeR+— \/%/Rf(x)efizgdx



2.3 Théoréme des résidus

3 CALCUL APPROCHE D’INTEGRALES

Si f est intégrable, alors F(f) est continue. Si de plus, © — zf(x) est intégrable, F(f)
est C'.
DEVELOPPEMENT 2

Lemme 36. Soit f(z) = e avec a > 0, alors
&
FU©) = Var [ Te s
Théoréme 37. Soit f € L' (R) telle que F(f) € L'(R), alors

S e
f@)= = / F()©) e de

2.3 Théoréme des résidus
Théoréme-Définition 38. Soit U un ouvert de C, a € U et f € H(U \ {a}). Alors, f
vérifie une seule des trois propriétés suivantes :

1. f se prolonge en a en une fonction holomorphe sur U. On dit que a est une singularité

effagable.
2. Il existe m € N* et des complezes a_1,...,a—m avec a—m # 0 tels que
2 f(z) — i _ Ok
= (o)t

a une singularité effagable en a.
On dit que a est un pdle d’ordre m.

8. Pour tout v > 0 tel que D(a,r) C U, Uensemble f(D(a,r)\ {a}) est dense dans C.
On dit que a est une singularité essentielle de f.
Proposition 39. Soit f € H(U \ {a}). On a équivalence entre :
1. a est un pdéle d’ordre m.
2. Il existe v > 0 tel que D(a,r) C U et g holomorphe sur D(a,r) telle que g(a) # 0 et

vs € Dlan)\ (o} S(2) = 200
Exemple 40 : Les singularités des fractions rationnelles non polynomiales sont soit
effagables, soit des poles.

1
Exemple 41 : Pour z — e>, 0 est une singularité essentielle.

Définition 42. Soit U un ouvert de C. On dit que f : U — C est méromorphe sur U s’il
existe une partie localement finie A de U telle que f est holomorphe sur U\ A et telle que
tout point de A est un pole de A. On note M(U) l’ensemble des fonctions méromorphes
sur U.

Définition 43. Soit f € M(U) et a € U un pole de f. Si Za_k(z —a)" est la partie
k=1
principale de f, le résidu de f en a est le coefficient a—1. On le note Ress(a).
Proposition 44. Soit f € M(U) et a un péle d’ordre m de f.
e Sim =1, Resy(a) = lim(z — a) f(2).
z—a
1 4"z — @) (2)

T
(m—1)! bt dzm—1

Théoréme 45 (Résidus). Soit U un ouvert conveze de C au,...,an € U et f € M(U)
dont les poles sont les a;. Soit v un chemin fermé dans U qui ne rencontre aucun a;, alors

e Sim > 2, Resy(a) =

/ f(z)dz = 2im ilndw(ak)Resf(ak)

k=1

de 2

27
E le 46 : = .
xemple /O oy Cos(t) =

Application 47 : (Intégrale de Dirichlet) En considérant le contour dans ’annexe,

+oo i
on calcule / %dx -7
T 2

— 00

2n
Application 48 : On compléte lapplication 31 en montrant que /14-72(11: =
x m
- R
msin (2;1;1#) '

3 Calcul approché d’intégrales

3.1 Meéthodes de quadrature

Soit f : [a,b] — R continue. On subdivise a = ag < ... < an = b et on

Qi1

Principe 49 :
est ramenés & ’étude de f(z)dz sur des petits intervalles.

a;
Une méthode de quadrature élémentaire consiste a approcher les intégrales précédentes : si
£;

&, € o, aiq1] pour 0 < j < 4; et w; ; tels que Z(Ui’j = 1 et on veut faire ’approximation
j=0

Q41 ei
/ ! flx)de ~ (ait1 — o) Zwi,jf(&,j)

3=0
ol les points &; ; et les coeflicients w; ; sont bien choisis pour minimiser I’erreur.

Définition 50. On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordre N si



3.2 Méthode de Gauss
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£;

e Ona égalité/ f(z)dz = (qit1 — o) Zwi,jf(&-,j) pour tout f € Ry[X]
% =0

e L’égalité précédente n’est plus une égalité pour au moins un f € Ry41[X].

Qi1

Remarque 51 : Toute méthode de quadrature est d’ordre au moins 0.

Exemples 52 :

1. Si ¢; = 0, on définit la méthode des rectangles (4 gauche, a droite, centrés) qui
correspond a ’approximation

b k—1
/ flx)dz ~ Z Qit1 —
a i=0

2. Si{; =1, on interpole f entre f(a;) et f(ait1). On obtient la méthode des trapézes
qui correspond a ’approximation

k—1
/ab J(@)de ~ Z:; Qiy1 — Qi) w

V(&) ol ; + it }

& € {OéiyaiJrl, 5

Q41—

e Si¢; =/ onprend & ; =a;+j (équirépartis). La méthode de Newton-

Cotes de rang ¢ correspond a ’approximation

/ " F@)de ~ (i - ngf@u

i

ou les 73 sont les £ points équirépartis sur [—1,1].

olt wj = - /
1ty

Proposition 53 (Admis). o Si{ est pair, l'ordre de Newton-Cotes de rang £ est £+ 1.
e Si { est impair, l’ordre de Newton-Cotes de rang € est £.

Tk — Tj

Remarque 54 : Les méthodes de Newton-Cotes ne sont utilisés que pour ¢ pair (sauf

0=1).

1
e Méthode des trapézes

=1, wo=w1 = =.
2
6 et w1 = g
Théoréme 55. On suppose que les méthodes de quadrature élémentaire font intervenir
un nombre de points ¢ fize et que les coefficients w; ; ne dépendent pas de i.

k—1
— i1 — Zw , 0
;( i+ Jf fl] hmax—>0

7=0

e Méthode de Simpson : { =2 et wp = ws =

og?gakxq(aiﬂ o).

0% hmax =

Remarque 56 : On suppose que nos méthodes précédentes sont faites pour des points
équirépartis, distants de h.
. - . h?
e Point milieu : Il existe £ €]a, b] tel que E(f) = f”
h2
: 1 existe £ €]a, b] tel que E(f) = f”

©)(b—a).
(€)(b - a).
f(‘“ ()(b—a).

e Trapézes

e Simpson : Il existe & €]a, b| tel que E(f) = 2880

3.2 Meéthode de Gauss

Définition 57. On dit qu’une fonction w :]a, b[—>]0, +o00[ est un poids si w est continue

b
et si/ w(t)dt converge.
a

b)) via (f,g)w =

Proposition 58. On définit ainsi un produit scalaire sur C° (]

| fogtu(ar

Théoréme 59. Soit w un poids. Il existe une unique suite de polynomes unitaires (Py)
tel que deg(P,) = n deuz & deur orthogonauzs pour le produit scalaire de w. On dit que P,
est le n-iéme polynéme orthogonal pour le poids w.

Théoréme 60. Soit f : [a,b] — R continue et w un poids sur |a,b et £ € N*. Il eziste
un unique choix de points x; et de coefficients \; de sorte que la méthode de quadrature

[ st E

z)dz ~ Z Ajf(x;) est d’ordre ezactement 20+ 1.
j=0
Les points (z;) sont les racines du (£ + 1)-iéme polyndme orthogonal pour le poids w.

Exemple 61 : (Méthode de Gauss-Legendre) Siw(z) = 1 sur [a,b] = [—1, 1]. Alors,
on a les points et les coefficients suivants :

1 Piiq (zi) (A5)

0 T 0 2

T 1 T
3 3 5 8 5
2 z -tz *sqrtz, 0 5 939
3|0t -84 3 | /3438 | 1204
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