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Dans toute la suite, K = R ou C.

1 Généralités

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1. Soit (un) une suite à valeurs dans K. La série de terme général un est la

suite (Sn) dé�nie par Sn =

n∑
k=0

uk.

Sn est appelée la somme partielle.

Si (Sn) converge, on dit que la série
∑

un converge et sa limite est notée

+∞∑
n=0

un. Dans

ce cas, on note Rn =
∑

k⩾n+1

uk le reste d'ordre n.

Si (Sn) diverge, on dit que la série
∑

un diverge.

Exemple 2 : Soit a ∈ C, la série
∑

an converge si, et seulement si, |a| < 1 et dans ce

cas,

+∞∑
n=0

an =
1

1− a
.

Proposition 3. Si
∑

un et
∑

vn sont deux séries convergentes, alors
∑

(un + vn) et∑
(λun) sont convergentes.

Proposition 4. Si
∑

un est une série convergente, alors un −→ 0.

Remarque 5 : La réciproque est fausse :
∑

ln

(
1 +

1

n

)
diverge.

Dé�nition 6. On dit que
∑

un diverge grossièrement si la suite (un) ne tend pas vers

0.

1.2 Critères de convergence

Proposition 7. Soit (an) une suite d'éléments de K. Alors, la suite (an) converge si, et

seulement si, la série
∑

(an+1 − an) converge. Dans ce cas, on a

∑
n∈N

(an+1 − an) = lim
n→+∞

an − a0

Exemple 8 :
∑ 1

n(n+ 1)
converge et sa somme est 1.

Théorème 9 (Critère de Cauchy).
∑

un converge si, et seulement si,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N,∀p ⩾ 1,

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

Exemple 10 :
∑ 1

n
diverge.

Dé�nition 11. On dit que
∑

un est absolument convergente lorsque
∑

|un| converge.

Théorème 12. Toute série absolument convergente est convergente.

Exemple 13 : La réciproque est fausse : si u2p = −1

p
et u2p+1 =

1

p
, alors

∑
up converge

mais pas absolument.

1.3 Séries semi-convergentes et réarrangement de termes

Dé�nition 14. On dit que
∑

un est semi-convergente lorsque
∑

un converge et
∑

|un|
diverge.

Proposition 15. Soit (un) une suite de réels, on note u+
n = max(un, 0) et u−

n =

max(−un, 0). Si
∑

un est semi-convergente, alors
∑

u+
n et

∑
u−
n divergent.
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2 SÉRIES À TERMES POSITIFS

Théorème 16. Soit
∑

an une série semi-convergente et α ∈ R. Il existe une permutation

σ de N telle que
∑

aσ(n) converge et est de somme α.

Proposition 17. Si
∑

an est absolument convergente, alors pour toute permutation σ

de N,
∑

aσ(n) converge et de somme
∑
n∈N

an.

Dé�nition 18. Soit (un) une suite d'éléments de K et (nk) une suite d'entiers strictement

croissante, on considère un paquet vk =

nk+1−1∑
j=nk

uj.

La série
∑

vk est la série obtenue par
∑

un par regroupement par paquets.

Théorème 19 (Sommation par paquets). Soit
∑

un une série.

1. Si
∑

un converge, alors toute série obtenue par regroupement par paquets est conver-

gente et les deux séries ont même somme.

2. Si
∑

un est à termes positifs, alors toute série obtenue par regroupement par paquets

est de même nature que
∑

un.

Remarque 20 : Si
∑

un ne converge pas, le regroupement par paquets peut changer

la nature de la série :
∑

(−1)n diverge, mais
∑(

(−1)2n + (−1)2n+1) converge.
2 Séries à termes positifs

Lemme 21. Une série à termes positifs converge si, et seulement si, la suite (Sn) des

sommes partielles est majorée. Sinon, Sn −→ +∞.

2.1 Règle de comparaison

Théorème 22. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs telles que un ⩽ vn à

partir d'un certain rang. Alors

1. Si
∑

vn converge, alors
∑

un converge aussi.

2. Si
∑

un diverge, alors
∑

vn diverge.

Exemple 23 :
∑ 1

n2
converge.

Théorème 24. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs.

1. Si un = O(vn) et
∑

vn converge, alors
∑

un converge.

2. Si un ∼ vn, alors
∑

un et
∑

vn sont de même nature.

2.2 Comparaison série-intégrale

Théorème 25. Soit f : [a,+∞[−→ R+ décroissante. Alors,
∑

f(n) et

∫ +∞

a

f(t)dt ont

même nature.

Corollaire 26 (Série de Riemann).
∑ 1

nα
converge si, et seulement si, α > 1.

Corollaire 27 (Séries de Bertrand).
∑ 1

n ln(n)β
converge si, et seulement si, β > 1.

2.3 Estimation des sommes partielles et des restes

Théorème 28. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs telles que un = O(vn).

Si
∑

vn converge,
∑

un aussi et on a :

+∞∑
k=n+1

uk = O

(
+∞∑

k=n+1

vk

)

Théorème 29. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs telles que un = o(vn).

Si
∑

vn converge,
∑

un aussi et on a :

+∞∑
k=n+1

uk = o

(
+∞∑

k=n+1

vk

)

Théorème 30. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs telles que un ∼ vn.

1. Si
∑

un et
∑

vn convergent, alors

+∞∑
k=n+1

uk ∼
+∞∑

k=n+1

vk

2. Si
∑

un et
∑

vn divergent, alors

n∑
k=0

uk ∼
n∑

k=0

vk

DEVELOPPEMENT 1

Application 31 :
n∑

k=1

1

k
= ln(n) + γ +

1

2n
+ o

(
1

2n

)
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3 SÉRIES À TERMES QUELCONQUES

3 Séries à termes quelconques

3.1 Critères de convergence

Théorème 32 (Règle de Cauchy). Soit
∑

un une série à termes réels ou complexes et

R = lim sup
n→+∞

n
√

|un| ∈ [0,+∞].

1. Si R < 1,
∑

un converge absolument.

2. Si R > 1,
∑

un diverge grossièrement.

Remarque 33 : Si R = 1, on ne peut rien dire : un = (−1)n et un =
1

n2
.

Exemple 34 : un =

(
1− 1

n

)n2

, alors
∑

un converge.

Théorème 35 (Règle de d'Alembert). Soit
∑

un une série de réels ou de complexes non

nuls à partir d'un certain rang. On suppose que

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ converge vers un réel ℓ.

1. Si ℓ < 1,
∑

un converge absolument.

2. Si ℓ > 1,
∑

un diverge grossièrement.

Remarque 36 : Si ℓ = 1, on ne peut rien dire comme le montre un =
1

n
et un =

1

n2
.

Proposition 37 (Règle de Raab-Duhamel). Soit
∑

un une série à termes > 0 telle que

un+1

un
=

1

1 + a
n
+O

(
1
n2

) . Alors, il existe λ > 0 tel que un ∼ λ

na
.

En particulier, si a > 1,
∑

un converge et si a < 1,
∑

un diverge.

3.2 Séries alternées

Dé�nition 38. Une série alternée est une série de la forme
∑

(−1)nan où (an) est une

suite réelle de signe constant.

Théorème 39. Si (an) est positive et décroît vers 0, alors
∑

(−1)nan converge et on a

∀n ∈ N, S2n+1 ⩽ S ⩽ S2n et |Rn| ⩽ an+1

Remarque 40 : Ce résultat permet de montrer la convergence uniforme de certaines
séries de fonctions �alternées�.

Remarque 41 : L'hypothèse de décroissance est primordiale : an =
1√

n+ (−1)n
. On a

en e�et : an =
(−1)n√

n
+

1

n
+ o

(
1

n

)
.

Exemple 42 :
∑

sin(n!πe) est semi-convergente. En e�et, sin(n!πe) =
(−1)n+1π

n
+

O

(
1

n2

)
.

Théorème 43 (Règle d'Abel). Soit
∑

αnvn une série de réels ou de complexes. On

suppose que

1. (αn) positive et décroissante vers 0.

2.
∑

vn bornée.

Alors,
∑

αnvn est convergente.

Application 44 :
∑

αne
inθ est convergente, avec (αn) positive et décroissante vers 0.

Par exemple αn =
1

n
.

Application 45 : Si (cn) est une suite réelle décroissante vers 0, alors la série de fonctions∑
cne

inx converge simplement sur R et uniformément sur tout compact de ]0, 2π[.

3.3 Produit de Cauchy

Dé�nition 46. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries. On dé�nit leur produit de Cauchy comme

la série
∑

wn où

wn =

n∑
k=0

ukvn−k

Théorème 47. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries convergentes, dont au moins l'une des

deux est absolument convergente. Alors,
∑

wn est convergente et(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

)
=

+∞∑
n=0

wn

De plus, si les deux séries convergent absolument,
∑

wn converge absolument.

Remarque 48 : Si les deux séries
∑

un et
∑

vn convergent, il est possible que
∑

wn

diverge : un = vn =
(−1)n√
n+ 1

.

3



4 SÉRIES ENTIÈRES

Application 49 : Si z, z′ ∈ C, exp(z + z′) = exp(z) exp(z′).

4 Séries entières

Dé�nition 50. Une série entière est une série de la fonctions de la forme
∑

anz
n
.

Lemme 51. Soit
∑

anz
n
une série entière et z0 ∈ C tel que (anz

n
0 )n∈N est bornée. Alors,

1. Si |z| < |z0|,
∑

anz
n
converge absolument.

2.
∑

anz
n
converge normalement sur D(0, r) pour tout 0 < r < |z0|.

Théorème-Dé�nition 52. Soit
∑

anz
n
une série entière. Les parties de R suivantes

ont la même borne supérieure :

1.
{
r ⩾ 0,

∑
anr

n
converge

}
.

2.
{
r ⩾ 0,

∑
anr

n
converge absolument

}
.

3. {r ⩾ 0, (anr
n) converge vers 0}.

4. {r ⩾ 0, (anr
n) est bornée}.

Cet élément est noté R et est appelé le rayon de convergence de
∑

anz
n
.

Exemple 53 : Soit πn la n-ième décimale de π, alors
∑

πnz
n est de rayon 1.

Proposition 54. Soit R le rayon de convergence de
∑

anz
n
.

•
∑

anz
n
converge normalement sur tout D(0, r) pour r < R.

• Si |z| = R, on ne peut rien dire de la nature de
∑

anz
n
.

Remarque 55 : Les règles de d'Alembert et de Cauchy présentées précédemment per-
mettent le calcul du rayon des séries entières.

DEVELOPPEMENT 2

Théorème 56 (Abel angulaire). Soit
∑

anz
n
une série entière de rayon 1 et de somme

f . Soit θ0 ∈
[
0,

π

2

[
, on considère le domaine angulaire

Aθ0 =
{
1− ρeiθ, θ ∈ [−θ0, θ0], ρ > 0

}
Si
∑

an converge, alors

lim
z→1,z∈Aθ0

f(z) =

+∞∑
n=0

an

Application 57 : Si
∑

an et
∑

bn sont convergentes, on note cn =

n∑
k=0

akbn−k. Si∑
cn converge, alors, on a

∑
n∈N

cn =

(∑
n∈N

an

)(∑
n∈N

bn

)

Théorème 58 (Taubérien faible). Soit
∑

anz
n

une série entière de rayon 1 et de

somme f telle que lim
x→1−

f(x) existe, notée S. On suppose que an = o

(
1

n

)
, alors

∑
an

converge et
+∞∑
n=0

an = S

Remarque 59 : En toute généralité, la conclusion du théorème précédent est fausse :

par exemple an = (−1)n, on a f(x) −→ 1

2
, mais

∑
(−1)n ne converge pas.

Remarque 60 : Si an = O

(
1

n

)
, le résultat est encore vrai, mais beaucoup plus

di�cile : c'est le théorème taubérien dit fort.
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