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Dans toute la suite, K = R ou C.

1 Généralités

1.1 Deéfinitions

Définition 1. Soit (u,) une suite a valeurs dans K. La série de terme général u, est la

suite (Sn) définie par S, = Zuk.
k=0
Sn est appelée la somme partielle.
“+oo

Si (Sn) converge, on dit que la série Zun converge et sa limite est notée Zun Dans
n=0
ce cas, on note R, = Z ur le reste d’ordre n.
k>n+1

Si (Sn) diverge, on dit que la série Zun diverge.

Exemple 2 : Soit a € C, la série Za” converge si, et seulement si, |a| < 1 et dans ce
+oo 1
no_
cas, Z a" = —
n=0

Proposition 3. Si Zun et ZU" sont deuz séries convergentes, alors Z(un + vn) et
Z(Aun) sont convergentes.

Proposition 4. Si E un est une série convergente, alors u, — 0.

1
Remarque 5 : La réciproque est fausse : E In (1 + 7) diverge.
n

Définition 6. On dit que Zun diverge grossiérement si la suite (un) ne tend pas vers
0.

1.2 Critéres de convergence

Proposition 7. Soit (a,) une suite d’éléments de K. Alors, la suite (an) converge si, et

seulement si, la série E (ant1 — an) converge. Dans ce cas, on a

E (ant1 —an) = lim a, —ao
n——+oo
neN

1
Exemple 8 : Z m converge et sa somme est 1.

Théoréme 9 (Critére de Cauchy). Zun converge si, et seulement si,

n+p

> w

k=n+1

Ve >0,IN € N,Vn > N,Vp > 1, <e

Exemple 10 : Z 1 diverge.
n

Définition 11. On dit que Zun est absolument convergente lorsque z |un| converge.

Théoréme 12. Toute série absolument convergente est convergente.

. . 1 1
Exemple 13 : Laréciproque est fausse : si uzp = —— et ugp41 = —, alors Z U, converge
p p

mais pas absolument.

1.3 Séries semi-convergentes et réarrangement de termes

Définition 14. On dit que Z un est semi-convergente lorsque Z Un converge et Z [tn ]
diverge.

Proposition 15. Soit (u,) une suite de réels, on note u; = max(u,,0) et u, =

max(—un,0). Si Zun est semi-convergente, alors Zu:{ et Zu; divergent.



2 SERIES A TERMES POSITIFS

Théoréme 16. Soit Z an une série semi-convergente et a € R. Il existe une permutation

o de N telle que Za(,(n) converge et est de somme .

Proposition 17. Si Zan est absolument convergente, alors pour toute permutation o

de N, Zao(n) converge et de somme Zan.

neN
Définition 18. Soit (uy) une suite d’éléments de K et (ni) une suite d’entiers strictement
ngp1—1
croissante, on considére un paquet Vi = Z Uuj.
Jj=ng
La série ka est la série obtenue par Zun par regroupement par paquets.

Théoréme 19 (Sommation par paquets). Soit Zun une Série.

1. 51 E un converge, alors toute série obtenue par regroupement par paquets est conver-
gente et les deux séries ont méme somme.

2. Si Z Un, est & termes positifs, alors toute série obtenue par regroupement par paquets

est de méme nature que E Unp, .

Remarque 20 : Si Zun ne converge pas, le regroupement par paquets peut changer

la nature de la série : Z(—l)" diverge, mais Z ((=1)*" + (=1)*"*") converge.

2 Séries a termes positifs

Lemme 21. Une série & termes positifs converge si, et seulement si, la suite (Sy) des
sommes partielles est majorée. Sinon, S, — 400.

2.1 Reégle de comparaison

Théoréme 22. Soit Zun et Zvn deut séries a termes positifs telles que un, < vy @
partir d’un certain rang. Alors

1. St E v, converge, alors E Un CONVETJE QUSSH.
2. Si E uy diverge, alors E v, diverge.

1
Exemple 23 : Z 3 converge.
Théoréme 24. Soit Zun et Zvn deux séries & termes positifs.
1. Siun =0(vp) et Zvn converge, alors Zun converge.

2. 5% Uy ~ vy, alors g U, €t g v, sont de méme nature.

2.2 Comparaison série-intégrale

+o0
Théoréme 25. Soit f : [a, +oo[— Ry décroissante. Alors, Zf(n) et/ f(®)dt ont
méme nature. ¢

. . . 1 . .
Corollaire 26 (Série de Riemann). E — converge si, et seulement si, a > 1.
nﬂ

Corollaire 27 (Séries de Bertrand). Z converge si, et seulement si, 5 > 1.

nln(n)?

2.3 Estimation des sommes partielles et des restes

Théoréme 28. Soit Zun et Zvn deuz séries a termes positifs telles que un, = O(vn).
S Zvn converge, Zun ausst et on a :

+oo +oo
Zuk—0<20k>
k=n+1 k=n+1

Théoréme 29. Soit Zun et Zvn deuz séries a termes positifs telles que un = o(vn).
Si Zvn converge, Zun ausst et on a :

SRS

k=n+1 k=n+1

Théoréme 30. Soit Zun et ZU" deuz séries a termes positifs telles que un ~ vUn.

1. Si Zun et Zvn convergent, alors

400 —+oo
D u~ Y v

k=n+1 k=n+1
2. Si E Un €l E vy, divergent, alors
n n
Dk~ vk
k=0 k=0

DEVELOPPEMENT 1

Application 31 :




3 SERIES A TERMES QUELCONQUES

3 Séries a termes quelconques

3.1 Critéres de convergence

Théoréme 32 (Reégle de Cauchy). Soit Zun une série 4 termes réels ou complezes et

R =limsup V/|un| € [0, +0o0].
n—-+oo

1. SiR<1, Zun converge absolument.

2. SiR>1, Zun diverge grossiérement.

Remarque 33 : Si R =1, on ne peut rien dire : u, = (—1)" et u,, =

n2’
12

1 n
Exemple 34 : u, = (1 — ﬁ) , alors Zun converge.

Théoréme 35 (Régle de d’Alembert). Sost Zun une série de réels ou de complezes non

Un+1

nuls & partir d’un certain rang. On suppose que converge vers un réel £.

n

1. Sil <1, Zun converge absolument.

2. 5i0>1, Zun diverge grossiérement.

. . . 1 1
Si ¢ =1, on ne peut rien dire comme le montre u,, = — et u, = —.
n

Remarque 36 : n2

Proposition 37 (Régle de Raab-Duhamel). Soit Zun une série @ termes > 0 telle que

" 1 S A
Unt1l _ - . Alors, il existe X > 0 tel que un ~ —.
Un 1+ " +0 (?) ne

En particulier, si a > 1, Zun converge et sia < 1, Zun diverge.

3.2 Séries alternées

Définition 38. Une série alternée est une série de la forme Z(—l)"an ot (an) est une
suite réelle de signe constant.

Théoréme 39. Si (an) est positive et décroit vers 0, alors Z(—l)"an converge et on a

vn S N7 SQn+1 < S < S2n et |Rn‘ < An4-1

Remarque 40 : Ce résultat permet de montrer la convergence uniforme de certaines
séries de fonctions “alternées”.

Remarque 41 : L’hypothése de décroissance est primordiale : a, = .Ona
NEYED
-1)" 1 1
en effet : a, = (\/r% +E+O(E)'
. . . (- i
Exemple 42 : E sin(n!me) est semi-convergente. En effet, sin(n!we) = +

°(5s)

Théoréme 43 (Régle d’Abel). Soit Zanvn une série de réels ou de complezes. On
suppose que

1. (an) positive et décroissante vers 0.

2. Zvn bornée.

Alors, E anvy est convergente.

Application 44 : Zaneing est convergente, avec (., ) positive et décroissante vers 0.
1

Par exemple a,, = —.
n

Application 45 : Si (¢, ) est une suite réelle décroissante vers 0, alors la série de fonctions

mx
E cne

3.3 Produit de Cauchy

converge simplement sur R et uniformément sur tout compact de |0, 27].

Définition 46. Soit Z U, €t Z v, deux séries. On définit leur produit de Cauchy comme
la série an ol

n
Wn = E UkVUn—k
k=0

Théoréme 47. Soit E Uy, et E vn, deut séries convergentes, dont au moins l'une des

deuz est absolument convergente. Alors, an est convergente et
400 “+ o0 —+o00
Dun | (D) =D wa
n=0 n=0 n=0

De plus, si les deuz séries convergent absolument, E wy, converge absolument.

Remarque 48 : Si les deux séries Zun et Z v, convergent, il est possible que Z W,
()"
vn+1

diverge : up = vp, =



4 SERIES ENTIERES

Application 49 : Si 2,2’ € C,exp(z + 2) = exp(2) exp(2’).

4 Séries entiéres

Définition 50. Une série enticére est une série de la fonctions de la forme E anz".

Lemme 51. Soit Z anz" une série entiére et 2o € C tel que (anzqg )nen est bornée. Alors,
1. Si|z| < |20, Zanz" converge absolument.

2. Zanzn converge normalement sur D(0,7) pour tout 0 < r < |20].

Théoréme-Définition 52. Soit g anz" une série entiére. Les parties de R suivantes
ont la méme borne supérieure :

. {r >0, Zanr" com)erge}.

2. {r >0, Z anr" converge absolument}.

~

3. {r >0, (anr™) converge vers 0}.

4. {r =0, (anr™) est bornée}.

Cet élément est noté R et est appelé le rayon de convergence de Zanz”.

Exemple 53 : Soit 7, la n-iéme décimale de 7, alors Zﬂnz" est de rayon 1.

Proposition 54. Soit R le rayon de convergence de Zanz”.

. Zanz" converge normalement sur tout D(0,7) pour r < R.

e Si|z| = R, on ne peut rien dire de la nature de Zanz".

Remarque 55 : Les régles de d’Alembert et de Cauchy présentées précédemment per-
mettent le calcul du rayon des séries entiéres.

DEVELOPPEMENT 2
Théoréme 56 (Abel angulaire). Soit Z anz" une série entiére de rayon 1 et de somme

f- Soit 6y € [0, g [, on considére le domaine angulaire
Agy = {1 — e, 0 €[00, 600, p > o}

Si E an converge, alors

lim

+oo
z%l,zEAgO f(Z) = nzzoa"

n
Application 57 : Si Zan et an sont convergentes, on note ¢, = Zakbn,k. Si
k=0
ch converge, alors, on a

e (S (2]
neN neN neN
Théoréme 58 (Taubérien faible). Soit Zanz" une série entiere de rayon 1 et de

. 1
somme f telle que lim f(x) existe, notée S. On suppose que a, = o <7>, alors g an
r—1" n

converge et

Remarque 59 : En toute généralité, la conclusion du théoréme précédent est fausse :

1
par exemple a, = (—1)", on a f(z) — 3 mais Z(—l)" ne converge pas.

. 1 . .
Remarque 60 : Si a, = O 7>, le résultat est encore vrai, mais beaucoup plus
n

difficile : c’est le théoréme taubérien dit fort.
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