
226 : Suites vectorielles et réelles dé�nies par une relation de récurrence un+1 = f(un). Exemples. Applications à la résolution approchée

d'équations.
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1 Suites récurrentes

1.1 Généralités

Dé�nition 1. Soit p ⩾ 1, on dit que (un) est récurrente d'ordre p si il existe une fonction

f : Rp −→ R telle que

∀n ⩾ p, un = f(un−1, ..., un−p)

Proposition 2. On reprend les notations précédentes, si (un) converge vers une limite ℓ
et f est continue en (ℓ, ..., ℓ) ∈ Rp

, alors

ℓ = f(ℓ, ..., ℓ)

Exemple 3 : La seule limite possible de la suite dé�nie par un+1 = sin(un) est 0.

Proposition 4 (Cas réel). Soit f : I −→ R une fonction telle que f(I) ⊂ I et (un) la

suite dé�nie par u0 ∈ I et un+1 = f(un).

1. Si f est croissante, alors (un) est monotone.

2. Si f est décroissante, alors (u2n) et (u2n+1) sont monotones, de sens de monotonie

opposé.

Remarque 5 : Toute suite récurrence d'ordre p peut être transformée en une suite

récurrence d'ordre 1 : si un = f(un−1, ..., un−p), on pose Un =

 un

...
un+p−1

 ∈ Rp et on a

Un+1 = F (Un) avec F :


x1

...
xp−1

xp

 ∈ Rp 7−→


x2

...
xp

f(x1, ..., xp)

 ∈ Rp

1.2 Quelques familles de suites classiques

Remarque 6 : En général, à partir d'une relation de récurrence Un+1 = F (Un), il est
di�cile de trouver une fonction G telle que Un = G(n). Mais dans le cas des familles de
suites suivantes, on le fait.

Dé�nition 7. On dit que la suite (un) est arithmétique s'il existe r ∈ C tel que un+1 =
un + r, r est appelé la raison de la suite.

Proposition 8. Soit (un) une suite arithmétique de raison r, alors

∀n ∈ N, un = u0 + nr

Dé�nition 9. On dit que la suite (un) est géométrique s'il existe q ∈ C tel que un+1 = qun,

q est appelé la raison de la suite.

Proposition 10. Soit (un) une suite géométrique de raison q, alors

∀n ∈ N, un = u0q
n

Corollaire 11. Soit (un) une suite géométrique de raison q, alors

1. (un) diverge si |q| > 1.

2. (un) converge vers 0 si |q| < 1.

Dé�nition 12. On dit que la suite (un) est arithmético-géométrique s'il existe q, r ∈ C
tels que un+1 = qun + r.

Proposition 13. Soit (un) une suite arithmético-géométrique de paramètres (q, r). On
suppose que q ̸= 1. On note ℓ le point �xe de x 7−→ qx+ r. Alors, (un − ℓ)n est une suite

géométrique de rayon q.

Corollaire 14. Soit (un) une suite arithmético-géométrique de paramètres (q, r), alors

un =

 qn
(
u0 −

r

1− q

)
+

r

1− q
si q ̸= 1

u0 + nr sinon

Dé�nition 15. On dit que la suite (un) est homographique si elle est de la forme un+1 =

h(un) avec h : x 7−→ ax+ b

cx+ d
avec ad− bc ̸= 0.
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1.3 Suites récurrentes linéaires 2 THÉORÈMES DE POINT FIXE

Proposition 16. Soit (un) une suite homographique associée à la fonction h. Alors, h a

au plus deux points �xes et :

1. Si h a deux points �xes α et β, alors

(
un − α

un − β

)
est une suite géométrique.

2. Si h a qu'un seul point �xe α, alors

(
1

un − α

)
est une suite arithmétique.

1.3 Suites récurrentes linéaires

Dé�nition 17. On dit qu'une suite (un) est une suite récurrente linéaire d'ordre p à

coe�cients constants si on a

∀n ⩾ p, un = a1un−1 + ...+ apun−p

avec a1, ..., ap ∈ C.

Théorème 18. L'équation xp − a1x
p−1 − ...− ap = 0 est appelée équation caractéristique

de la récurrence. On note r1, ..., rq ses racines et α1, ..., αq leur ordre de multiplicité.

Alors, il existe des polynômes P1, ..., Pn tels que deg(Pi) < αi et

∀n ∈ N, un = P1(n)r
n
1 + ...+ Pq(n)r

n
q

Exemple 19 : On considère une récurrence linéaire d'ordre 2 complexe : un = aun−1 +
bun−2. On note x2 − ax− b = 0 l'équation caractéristique associée.

• Si l'équation a deux racines distinctes r1, r2, alors un = λrn1 + µrn2 et on a{
u0 = λ+ µ
u1 = λr1 + µr2

.

• Si l'équation a une racine double r, alors un = (λn+µ)rn avec

{
u0 = µ
u1 = (λ+ µ)r

.

Remarque 20 : En général, il faut pouvoir résoudre une équation polynomiale de degré
p, ce qui est en général di�cile pour p ⩾ 3.

2 Théorèmes de point �xe

2.1 Théorème de Picard

Théorème 21 (Point �xe de Picard). Soit X un espace métrique complet et f : X −→ X
une application k-contractante, k < 1, alors f admet un unique point �xe x dans X et

pour tout x ∈ X, la suite dé�nie par x0 = x et xn+1 = f(xn) converge vers x.
De plus, on a l'estimation de la vitesse de convergence :

d(x, xn) ⩽
kn

1− k
d(x1, x0)

Remarque 22 : L'hypothèse k < 1 est primordiale. En e�et, par exemple f : x ∈
[1,+∞[ 7−→ x+

1

x
∈ [1,+∞[ n'a pas de point �xe, mais pourtant, on a

∣∣f(x)−f(y)
∣∣ < |x−y|.

DEVELOPPEMENT 1

Théorème 23 (Point �xe compact). Soit X un espace métrique compact et f : X −→ X
continue telle que

∀x ̸= y, d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y)

Alors, f a un unique point �xe x ∈ X. De plus, pour tout x ∈ X, la suite dé�nie par

x0 = x et xn+1 = f(xn) converge vers x.

Remarque 24 : La convergence n'est plus nécessairement aussi rapide que pour le

théorème de point �xe de Picard. Par exemple, si f : x ∈ [0, 1] 7−→ x− x2e−
1
x prolongée

en 0 par 0, alors la suite (xn) associée véri�e

xn ∼ 1

ln(n)

Remarque 25 : La méthode de chercher une estimation de un+1 − un, puis de sommer
les relations de comparaison pour obtenir une estimation de un est assez générale.

Théorème 26 (Point �xe itéré). Soit X un espace complet et f : X −→ X tel que f◦p

est k-contractante pour k < 1. Alors, f admet un unique point �xe x et pour tout x ∈ X,

la suite dé�nie par x0 = x et xn+1 = f(xn) converge vers x.

Application 27 : On peut résoudre une équation f(x) = 0 en la transformant en un
problème de point �xe : on a f(x) = 0 ⇐⇒ φ(x) := x−Cf(x) = x où C est une constante
que l'on peut régler pour que φ soit contractante.

2.2 Classi�cation dans le cas réel

Théorème 28. Soit I un intervalle fermé de R et φ : I −→ I une application C1
et a un

point de φ.
• Si

∣∣φ′(a)
∣∣ < 1, alors il existe un voisinage V de a tel que si x0 ∈ V , alors la suite

récurrente xn+1 = φ(xn) converge vers a. De plus, la convergence est géométrique.

On dit que a est un point �xe attractif.

• Si φ′(a) = 0 et si φ est C2
, alors la vitesse de convergence est même quadratique.

On dit que a est un point �xe super attractif.

• Si
∣∣φ′(a)

∣∣ > 1, alors il existe un voisinage V de a tel que si x0 ∈ V \ {a}, alors la

suite récurrence xn+1 = φ(xn) ne converge pas vers a.
On dit que a est un point �xe répulsif.

Remarque 29 : Si
∣∣φ′(a)

∣∣ = 1, on ne peut rien dire comme le montre les exemples :
• φ(x) = sin(x), alors

∣∣φ′(0)
∣∣ = 1, mais xn+1 = φ(xn) converge vers 0.
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• φ(x) = sh(x), alors
∣∣φ′(0)

∣∣ = 1, mais xn+1 = φ(xn) diverge vers +∞, sauf si x0 = 0.

Interprétation graphique 30 : (voir annexe) On suppose que φ est de classe C1

avec un point �xe a attractif.
• Si φ′(a) > 0, alors on a un graphe en escalier, c'est-à-dire que la suite xn+1 = φ(xn)
est monotone.

• Si φ′(a) < 0, alors on a un graphe en escargot.
• Si φ′(a) = 0, on ne peut pas conclure. Mais, si φ est C2 et φ′′(a) ̸= 0, alors a est un
extremum local et on trouve encore un graphe en escalier.

3 Applications en analyse numérique

3.1 Résolution de f(x) = 0

Théorème 31 (Méthode de la sécante). Soit f : [a, b] −→ R une fonction C2
tel que

f(a)f(b) < 0 et f ′, f ′′ > 0 sur [a, b]. Alors, l'équation f(x) = 0 admet une unique solution

α ∈ [a, b], on dé�nit alors

xn+1 = xn − b− xn

f(b)− f(xn)
f(xn)

Alors, (xn) est monotone et converge vers α. De plus, on a une convergence géométrique :

|xn − α| ⩽ (b− a)

(
b− a

2

sup |f ′′|
inf |f ′|

)n

Théorème 32 (Méthode de Newton). Soit f : [a, b] −→ R une fonction C2
tel que

f(a)f(b) < 0 et f ′, f ′′ > 0 sur [a, b]. Alors, l'équation f(x) = 0 admet une unique solution

α ∈ [a, b], on dé�nit alors

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

Alors, (xn) est monotone et converge vers α. De plus, la convergence est quadratique :

|xn − α| ⩽ (b− a)

(
b− a

2

sup |f ′′|
inf |f ′|

)2n−1

Exemple 33 : On peut avoir de très bonne approximation de
√
α via xn+1 =

1

2

(
xn +

a

xn

)
.

Remarques 34 :
• La méthode de Newton est e�cace si on prend x0 proche de α, car en général, on
ne connait pas le comportement de f ′′.

• La méthode de Newton est bien plus e�cace que la méthode de la sécante, mais son
implémentation nécessite le calcul de f ′, ce qui peut se faire par un logiciel de calcul
formel, mais n'est pas facile à adapter sinon.

3.2 Résolutions de systèmes linéaires

On cherche à résoudre le système linéaire Ax = b où A ∈ GLn(R), pour cela on construit
une suite (xk) d'éléments de Rn qui converge vers la solution x.

Dé�nition 35. Soit A ∈ GLn(R), on écrit A = M − N avec M ∈ GLn(R), la méthode

itérative associée à cette décomposition est la suite dé�nie par x0 ∈ Rn
et

xk+1 = M−1Nxk +M−1b

Exemples 36 : On note A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ GLn(R).
• La méthode de Jacobi est donnée par le choix de M comme la matrice diagonale où
la diagonale de M est celle de A.

• La méthode de Gauss-Seidel est donnée par le choix de M comme étant le triangle
inférieur de A.

• La méthode de relaxation est un ra�nement de la méthode de Gauss-Seidel

Dé�nition 37. Soit A ∈ Mn(C), on note ρ(A) = sup
λ∈Sp(A)

|λ|.

DEVELOPPEMENT 2

Lemme 38. Soit N l'ensemble des normes subordonnées sur Mn(C), alors si A ∈
Mn(C), on a

ρ(A) = inf
N∈N

N(A)

Théorème 39. Soit A ∈ GLn(R) que l'on décompose en A = M−N avec M ∈ GLn(R),
alors la méthode itérative associée à cette décomposition converge si, et seulement si,

ρ(M−1N) < 1.

Application 40 : Si A est à diagonale strictement dominante, alors la méthode de
Jacobi converge.

Application 41 : Si A est à diagonale strictement dominante, alors la méthode de
Gauss-Seidel converge aussi.

Proposition 42. Si A est symétrique dé�nie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel

converge.

Remarque 43 : Si A est tridiagonale, alors la méthode de Jacobi converge si, et seule-
ment si, la méthode de Gauss-Seidel converge. Et en cas de convergence, c'est la méthode
de Gauss-Seidel qui converge le plus vite.
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3.3 Recherche d'extrema

Dé�nition 44. Soit J une fonction dé�nie sur un ensemble convexe K d'un espace de

Hilbert H et à valeurs réelles, on dit que J est α-convexe si

∀u, v ∈ K,J
(u+ v

2

)
⩽

J(u) + J(v)

2
− α

8
∥u− v∥2

Exemple 45 : Si A ∈ S++
n (R), alors J(x) = 1

2
⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩ est α-convexe.

Théorème 46. Soit K un convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert H et J : K −→ R
une fonction α-convexe, continue sur K, alors il existe un unique minimum u de J sur K
et on a

∀v ∈ K, ∥u− v∥2 ⩽
4

α

[
J(v)− J(u)

]
Théorème 47 (Descente de gradient à pas constant). Soit µ > 0, on suppose que J

est α-convexe, di�érentiable et telle que ∇J est M-lipschitzienne. Alors, si µ ∈
[
0,

2α

M2

[
,

alors la suite dé�nie par un+1 = un − µ∇J(un) converge le minimiseur de J . De plus, on

a l'estimation de la vitesse de convergence :

∥un − u∥ ⩽ γn∥u0 − u∥ avec γ =
√

1− 2αµ+ µ2C2

Remarque 48 : La valeur optimale de γ est obtenue pour µ =
α

C2
.

Théorème 49 (Descente de gradient à pas optimal). Soit J une fonction α-convexe qui

est C1
sur H, alors la suite dé�nie par

un+1 = un − µn∇J(un) avec µn = inf
µ∈R

J
(
un − µ∇J(un)

)

converge vers le minimiseur de J .

DEVELOPPEMENT 3

Lemme 50 (Kantorovitch). Soit A ∈ S++
n (R) et x ̸= 0, alors

∥x∥4

∥x∥2A∥x∥2A−1

⩾ 4
λmaxλmin

(λmax + λmin)2

où ∥x∥2A = xTAx.

Théorème 51. Soit Φ(x) =
1

2
xTAx− xT b avec A ∈ S++

n (R) et b ∈ Rn \ {0}. Alors,

1. Φ atteint son minmum en un unique point x.

2. On dé�nit la suite xk+1 = xk−αk∇Φ(xk) avec αk =
∥∇Φ(xk)∥2

∥∇Φ(xk)∥2A
et x0 ̸= x. Alors,

(xk) converge vers x.

3. On a l'estimation de la vitesse de convergence :

∥xk+1 − x∥ ⩽

√
λmax

λmin

(
λmax − λmin

λmax + λmin

)k+1

∥x0 − x∥

4. Finalement, (xk) est soit stationnaire à partir du rang 1, soit xk ̸= xk+1 pour tout

k.

Remarque 52 : Trouver un minimiseur de Φ revient à trouver x tel que ∇Φ(x) = 0, ie
de résoudre l'équation Ax = b.

3.4 Résolution approchée d'équations di�érentielles

On s'intéresse au problème de Cauchy (E) :

{
y′ = f(t, y)
y(t0) = y0

que l'on souhaite

résoudre numériquement.
On subdivise [0, T ] en 0 = t0 < t1 < ... < tN = T et on note hn = tn+1 − tn et
hmax = max(hn).

Dé�nition 53. Une méthode de résolution à un pas est une suite récurrente dé�nie par

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) où Φ : [0, T ]× R× R −→ R est une fonction continue.

• La méthode d'Euler explicite est donnée par Φ(t, y, h) = f(t, y), ie :

yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

• La méthode de Crank-Nicholson est donnée par Φ(t, y, h) = f

(
t+

h

2
, y +

h

2
f(t, y)

)
,

ie

yn+1 = yn + hnf

(
tn +

hn

2
, yn +

hn

2
f(tn, yn)

)
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Dé�nition 54 (Consistance). Soit z une solution exacte de (E), on pose

en = z(tn+1)− z(tn)− hnΦ
(
tn, z(tn), hn

)
l'erreur en tn+1 entre la solution exacte et la solution approchée à un pas partant de la

solution exacte z(tn). On dit que le schéma est consistant d'ordre p si

N−1∑
k=0

|ek| = O
(
hp
max

)
Dé�nition 55 (Stabilité). On dit que la méthode est stable s'il existe S > 0 tels que pour

toutes suites (yn), (ỹn) dé�nies par{
yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn)
ỹn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + εn

on a

max
n

∣∣ỹn − yn
∣∣ ⩽ S

(
|ỹ0 − y0|+

∑
0⩽n<N

|εn|

)

Dé�nition 56 (Convergence). On dit que la méthode est convergente si pour toute solution

exacte z, la suite yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) véri�e

max
0⩽n<N

∣∣yn − z(tn)
∣∣ −→
hmax→0

0

Théorème 57. Si la méthode est stable et consistante, alors elle est convergente.

Théorème 58 (Ordre de consistance). La méthode d'Euler explicite est consistant d'ordre

1, tandis que la méthode de Crank-Nicholson est consistant d'ordre 2.

Remarque 59 : En temps normal, on utilise un schéma encore meilleur appelé schéma
de Runge-Kutta 4 qui est consistant d'ordre 4.

Lemme 60 (Gronwall discret). Soit (hn) et (θn) deux suites de réels positifs et (εn) une
suite réelle telles que

θn+1 ⩽ (1 + Λhn)θn + |εn|

Alors,

θn ⩽ eΛ(tn−t0)θ0 +

n−1∑
i=0

eΛ(tn−ti+1)|εi|

Théorème 61. Si la fonction Φ est Λ-lipschitzienne en y, alors la méthode est stable et

on peut prendre comme constante de stabilité S = eΛT
.

Corollaire 62. Les méthodes d'Euler explicite et de Crank-Nicholson sont convergentes.
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