222 : Exemples d’études d’équations différentielles linéaires et d’équations aux dérivées partielles linéaires.
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1 Equations différentielles linéaires

1.1 Geénéralités
Définition 1. Une équation différentielle linéaire d’ordre p est une équation différentielle
du type

Y® = A, 1 ()YP™) 4 4+ A ()Y + B(t)

ot Ap_1,...; A0 : I — M,(R) et B: I — R" des fonctions continues.
Lorsque B = 0, on parle d’équation homogeéne.

Remarque 2 : Toute équation différentielle linéaire d’ordre p ou tout systéme différentiel
linéaire peut se mettre sous la forme Y' = A(t)Y + B(t).

Exemple 3 :

. . 0 1
y' = —wlysecrit Y = QY on Y = (5,) a )= (—w2 0).

Théoréme 4 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Soit A : I — Mp(R) et B : I — R"
continues, alors pour tout (to,Yo) € I x R™, il eriste une unique solution mazimale de
{ Y’ = AQ@)Y + B()

Y({t) = Yo
De plus, cette solution mazimale est globale, ie définie sur I tout entier.

Théoréme 5 (Structure des solutions). Soit A : I — M, (R) continue. L’ensemble des
solutions mazimales de Y’ = A(t)Y est un sous-espace vectoriel de C' (I, R™) de dimension
n.

Corollaire 6. Soit A: I — M,(R) et B: I — R" continues. L’ensemble des solutions
mazimales de Y' = A(t)Y +B(t) est un espace affine de dimension n, dirigée par I’ensemble
des solutions maximales de l’équation homogéne associée.

-

1.2 Equations a coefficients constants

Théoréme 7. On considére A € M, (R), alors 'unique solution de Y -
Y(to) = Yo

est donnée par
Y it BTy,

Remarque 8 : Le calcul de 'exponentielle de matrices se fait facilement grace a la
décomposition de Dunford dans C. On en déduit les solutions complexes ¢ et il suffit de
prendre ¢ + @ pour obtenir les solutions réelles.

Corollaire 9. On considére l’équation y(p> + a1y(p_1) + ... + apy = 0. On considére
le polynome P = X7 + aXP 4+ ap, on note r1,...,7q Ses racines de multiplicités
respectives mi, ..., Mq.

Alors, il existe des polynomes P; de degré < m; tels que

q

y(t) = 3P (1)

1=1

Exemple 10 : On considére 3’ + ay’ + by = 0.

o Sir; et ro sont les deux racines de X2 + aX + b, alors les solutions sont de la forme
t— e+ pe™t,

e Si r est 'unique racine double de X% +aX + b, alors les solutions sont de la forme
t— (Mt + p)e™.

1.3 Equations a coefficients variables

Définition 11. On considére Vi,...,V,, des solutions de Y' = A(t)Y, on définit leur
wronskien par w : t — det (Vi(t), ..., Va(t)).

Proposition 12.
w'(t) = Tr(A(t))w(t)
Corollaire 13 (Libre un jour, libre toujours). Soit Vi, ..., V,, des solutions de Y' = A(t)Y,
on a équivalence entre :
1. (A, ...
2. Il existe t € I tel que (Va(t),...,Va(t)) est une base de R™.
8. Pour tout t € I, (Vi(t),...,Va(t)) est une base de R".

, Vi) est un systéme fondamental de solutions.
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Méthode 14 : (Variation des constantes) Supposons que l’on connaisse un systéme
fondamental de solutions de Y' = A(¢)Y. Alors, les solutions de équation Y’ = A(t)Y +
n

B(t) se trouvent par variation des constantes, ie sous la forme V : ¢ — Z Ai(8)Vi(¢). Ce
i=1

qui donne le systéme de Cramer

n

SNV = BO)

i=1

Exemple 15 : Pour une équation de la forme y” = a(t)y’ +b(t)y+c(t), si u et v forment
une base de ’ensemble des solutions de i’ = a(t)y’ +b(t)y, alors la variation des constantes
donne une solution particuliére de la forme A\u + pv avec

Nu+ p'v
)\/u/ + lj,,’[)l —

\
o

c(t)

2 Espaces de Hilbert

2.1 Généralités

Définition 16. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

euclidienne associée. Dans la suite, H est un espace de Hilbert.

Exemples 17 :
e Tout espace préhilbertien de dimension finie est un Hilbert.
o L? est un espace de Hilbert (théoréme de Riesz-Fischer) muni du produit scalaire

(u, v) = / .

Proposition 18.
Vu,v € H, |(u,v)| < [Julll|v]|

Théoréme 19 (Projection sur un convexe fermé). Soit C' un conveze fermé non vide de
H. Alors, pour tout x € H, il exziste un unique a € C tel que

la —z| = d(a,C)
De plus, a est caractérisé par
aeC et Yye C,{x—a,y—a) <0
On note a = pc(x) la projection sur x.

Proposition 20. pc est une application 1-lipschitzienne. De plus, si C' est un sous-espace
fermé, alors pc est un opérateur linéaire continu.

Théoréme 21. Soit F' un sous-espace fermé de H, alors
H=F@®F" e F'"=F
Corollaire 22. Soit F' un sous-espace quelconque de H, alors

H=FoF*

En particulier, F' est dense dans H si, et seulement si, Ft=o.

2.2 Théorémes de représentation
Théoréme 23. Soit H' l’ensemble des formes linéaires continues sur H. L’application
a€Hv+— (z— (a,z)) € H

est une tsométrie surjective.

Application 24 : Soit v un endomorphisme continu de H, alors il existe un unique
opérateur continu v de H, appelé adjoint de u, tel que

Va,y € H, (u(x),y) = (x,v(y))
On note v = u".

Définition 25. Soita: H X H — R une forme bilinéaire sur H. On dit que a est coercive
s’il existe C > 0 tel que

Vz € H,a(z,z) > C|z|?

DEVELOPPEMENT 1

Théoréme 26. Soit a : H x H — R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors,
il existe un opérateur linéaire continu T sur H tel que

Va,y € H,a(z,y) = (Tz,y)

Corollaire 27 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit a : H x H — R une forme bilinéaire
continue et coercive et L une forme linéaire continue sur H, alors il eriste un unique
u € H tel que

Vy € H,a(u,y) = L(y)

. . 1 .
De plus, si a est symétrique, on note E(z) = 5(1(:1:,:5) — L(z), alors u est caractérisé par
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2.3 Espaces de Sobolev en dimension 1
On fixe I un intervalle ouvert de R.

Définition 28. Soit u € L*(I), on dit que u est dérivable au sens faible dans L*(I) s’il

eiste w € L*(I) telle que
fy == 1
vw' =— [ vw
I I

Lemme 29. Soit u € L*>(I), on suppose qu’il existe C' > 0 telle que

!
On note alors w = u'.

vo e ez, [ v8] < Clloliaay
I

alors, u est dérivable dans L*(I).

Définition 30. On définit Uespace de Sobolev H'(I) par

HY(I)={ue L*(I),u' € L*(I)}

Proposition 31. Muni du produit scalaire {(u,v) 1 = /(uv+u'v'), H'(I) est un espace
de Hilbert. !

Théoréme 32. On a une injection continue H'(I) — C%(T), ou C7 est lespace des
fonctions %—hi)’lderiennes, muni de la norme ||f|| = || flloo + :1;2 ‘%\/ffy(y)‘
Définition 33. On définit Hy(I) comme l’adhérence de C°(I) pour la norme H'.
Proposition 34. Hol(l) est un espace de Hilbert.

Théoréme 35.
Hy(I) = {ue H'(I),ujpr =0}
Proposition 36 (Inégalité de Poincaré). On suppose que I est borné, alors il existe une

constante C > 0 telle que

lullzz < Cll|l 2
Corollaire 37. Sur Hy(I), u— ||u/||2 est une norme équivalence a la norme H'.

Théoréme 38 (Rellich). On suppose que I est borné, alors Uinjection canonique H' (I) <
L*(I) est compacte. C’est-a-dire, de toute suite bornée de H'(I), on peut en extraire une
sous-suite convergente dans L (I).

2.4 Eléments de théorie spectrale
Définition 39. Soit A: H — H un opérateur, on dit que X € R est une valeur propre
de A s’il existe x # 0 tel que Az = Az.

Définition 40. On dit qu’un opérateur A : H — H est compacte si l'image de la boule
unité par A est relativement compacte.

Lemme 41. Soit V un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint compact de V'
dans V', on pose

m = inf (Au, ) et M = sup (Au, u)
uF#0 (u, u) u#0 <u,u)
Alors, ||A|| = max (|m|, |[M|) et alors m ou M est valeur propre de A.

Lemme 42. Soit V un espace de Hilbert et A un opérateur linéaire compact de V dans
V. Pour tout réel 6 > 0, il n’existe qu’un nombre fini de valeurs propres dans R\| — 4, d]
et le sous-espace des vecteurs propres associés a chacune de ces valeurs propres est de
dimension finie.

Théoréme 43. Soit V un espace de Hilbert de dimension infinie et A un opérateur définie
positif, auto-adjoint et compact de V dans V. Alors, les valeurs propres de A forment une
suite (Ag)x>1 de Téels strictements positifs qui tend vers 0 et il existe une base hilbertienne
(ur)r>1 de vecteurs propres de A tels que

Aup, = pug

Théoréme 44. Soit V et H deuz espaces de Hilbert. On suppose que linjection V — H
est compacte et que V est dense dans H. Soit a : V x V. — R une forme bilinéaire
symétrique continue et coercive sur V.

1l existe un unique opérateur linéaire A auto-adjoint, compact et défini positif tel que

VfeHYveV,a(Af,v) = (f,v)m

Corollaire 45. En reprenant les notations du théoréme, il existe une suite croissante (Ax)
de réels positifs qui tend vers +0o et une base hilbertienne (ux) de vecteurs tels que

uy €V et Yo €V, a(uk,v) = A\ (uk, v) g

1
De plus, (—uk) est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a.
k21

VA
3 Quelques EDP linéaires

3.1 Etude du laplacien

Définition 46 (Laplacien avec conditions de Dirichlet homogénes). On s’intéresse au
—Au = fsur]0,1]

w(0) = u(l) = 0 . Une solution faible est un élément

probléeme auz limites {
u € Hy(]0,1]) tel que

NS H&(]O,l[%/u'v’ :/fv
1 I
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Proposition 47. Toute solution classique est une solution faible.

Théoréme 48. Si f € L2, alors ce probléme admet une unique solution faible. De plus,
st f est continue sur [0, 1], alors u est une solution forte.

Proposition 49. L’application qui a f € LQ(]O, 1[) associe l'unique solution u € H; (Jo,1))
est linéaire et continue de L dans H'.

Remarque 50 : Si on impose u(0) = a et u(l) = b, on considére uo une fonction
réguliére telle que ug(0) = a et uo(l) = b, alors & = u — o vérifie les conditions de
Dirichlet homogénes.

Définition 51 (Laplacien avec conditions de Neumann). On s’intéresse au probléme auz

—Au = fsur]0,1]

limites { 4 (0) = a . Une solution faible est un élément v € H'(]0,1]) tel
W' (1) = b

que

Yo e H'(]0, 1[),/11/1/ = /va —av(0) + bv(1)

Proposition 52. Toute solution classique est une solution faible.

Théoréme 53. Si f € L*, ce probléme admet une unique solution faible. De plus, si f
est continue, alors u est solution forte.

Définition 54 (Probléme de Sturm-Liouville).
—(pu) +qu = fsur]0,1]
u(0)=u(l) = 0

que

On s’intéresse au probléeme auz limites

. Une solution faible est un élément u € Hy(]0,1[) tel

Yo € Hé(}(),l[),/[pu/v/—i-/lquv:/va

Proposition 55. Toute solution classique est une solution faible.

Théoréme 56. $i f € L?
unique solution faible.

et 0 < p— < p<py etq=>=0, alors ce probleme admet une

3.2 Equation de la chaleur

Définition 57. Soit I =]0,1[, on s’intéresse a [équation de la chaleur
Oru — aiw = f surIx]0,4+o0]
u(t,0) = u(t,1) = 0;sur]0,+oo]
u(zx,0) = wo(z) surl

DEVELOPPEMENT 2

Théoréme 58 (Cas régulier). Soit f € Cl([O7 7|, R) telle que f( ) = f(m) =0. Alors, il
eziste une unique solution u € C2([0,7r]><]0, +00]) nc’ ([0, =], [0,
chaleur sur )0, [.

+00[) a l’équation de la

Théoréme 59 (Cas général). Soit V C H deuz espaces de Hilbert avec V dense dans H
et tels que V. — H est compacte. Soit a : V XV — R une forme bilinéaire symétrique
continue et coercive.

Soit T >0, up € H et f € L* (}O,T[, H). Alors, le probléme

,U>H Yo eV, t€)0,T]

d
{d€<u(t)7v>H+a(u(t),v) = <f(t)

u(t =0) = up

a une unique solution faible u € L? (J0,TF;
que

V) ﬂCO([O7 T); H). De plus, il existe C > 0 tel
lull 2o, 71vy + lulleo o7y < C(lwolle + 1f1ln2qo,rpm)

Application 60 : On suppose que ug € L*(I) et f € L*(]0 (]

de la chaleur admet une unique solution u € L? (Jo,T¥; Hy(I )) N

solution est de la forme
+oo
(aje / Bj(s _Aj(t_s)ds> u
1

j=
Proposition 61. On suppose que uo € L*(I) et f =0,
la chaleur u € L*(]0, +oc[; Hy (1)) vérifie

T[; L*(I)). Alors, I’équation
CO(O TY; L2 ) Cette

alors la solution de l’équation de

lim [u(®)]z2 = 0

t—+

Application 62 : Si f # 0 dans L? soit v € Hé([) la solution de
7/0// — f
{ w0)=v(1) = 0 , alors on a
i ute.8) (o). =0

Théoréme 63 (Effet régularisant (admis)). On suppose que f = 0 et que uo € L*(I). Soit
u Uunique solution de I’équation de la chaleur dans L* (10, T[; Hy (1)) N C°([0,T]; L*(1)).
Alors, Ve > 0, u € C*([0,1] x [¢,T1).

3.3 Equation des ondes

Définition 64. Soit I  =]0,1[, on s’ntéresse a [équation des ondes
aitu — 6£’$u = f surIx]0,4o00]
u(t,0) =u(t,1) = 0;sur]0,+oo]
u(z,0) = wuo(z) surl
Owu(t =0) = wui(z) surl



3.3 Equation des ondes
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Théoréme 65 (Cas général). SOit V et H deuz espaces de Hilbert tels que V — H est
compact et V dense dans H. Soit a : VXV — R une forme bilinéaire symétrique continue
et coercive sur V.

Soit T >0, (uo,u1) €V x H et f e L* (10,T[; H), alors le probleme

%<U(t)7U>H+a(u(t),v) = (f(t),v) Yo eV, t€)0,T[
U(t = O) = ()
Aru(t = 0) = w

a une unique solution u € CO([O, ThHV) N Cl([O,T];H). De plus, il existe une constante
C > 0 telle que

lulleo o, 71:vy + Nuller o7,y < C(lluollv + [luallzr + I1f 2207 m))

Application 66 : On suppose que uo € Hy (), u1 € L*(I) et f € L*(10,T[; L*(I)), alors
léquation des ondes admet une unique solution u € CO([O, T); Hy ()N ¢ ([0, T7; L? ).
cete solution est de la forme

o0 )

Z (aj cos(wjt) + % sin(wjt) + wi] /Ot 75 (s) sin (w; (t — s))ds) uj

Jj=1

Proposition 67 (Réversibilité en temps). On suppose que (vo,v1) € Hy(I) x L*(I) et
fer? (]O,T[; LZ(I)). On consideére l’équation des ondes “rétrograde”, ie avec les conditions
iniitiales v(xz, T) = vo(z) et O (z,T) = vi(x).

Alors, cette équation a une unique solution v € CO([O,T]; V) net ([0, TY; H).

Si u est l'unique solution de ’équation des ondes classique, et sivo = u(t =T) dans H; (I
et v1 = Ou(t =T) dans L>(I), alors u = v.
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