209 : Approximation d’une fonction par des fonctions réguliéres. Exemples et applications.

Pandou

5 mai 2022

On utilisera souvent implicitement le théoréme central suivant :

Théoréme 1. Soit (X, d) un espace métriqgue complet et D une partie dense de X. Alors,
toute application uniformément continue sur D se prolonge en une unique application
continue sur X, elle est méme uniformément continue.

1 Approximation polynomiale

1.1 Approximation locale

Théoréme 2 (Taylor-Young). Soit f une fonction dérivable a l'ordre n > 1 en a, alors
elle admet un développement limité en a :

S (k>a k n
f(x):zf ( )(mfa) +o((x —a)")

k!
k=0

Remarque 3 : Admettre un développement limité a l’ordre 1 est équivalent & étre

1
dérivable. C’est faux & partir de l'ordre n > 2 : © — z° sin <7>
x

Théoréme 4 (Taylor-Lagrange). Soit f : [a,b] — R qui est C" sur [a,b] et n+1 dérivable
sur |a, b[. Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que

n a (1) (¢ 1
0= FP0-at + L6
k=0

Corollaire 5 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f : [a,b] — E ou E est un espace
normé qui est C" sur [a,b] et dérivable n + 1 sur |a,b[. On suppose qu’il eriste M tel que
va €la, b, ||f "V ()| < M, alors

~ /®(a) K (b—a)"*!
() - b—a)’|| < M~—"~—
‘ (®) kz=o K! ( ) (n+1)!
Théoréme 6 (Taylor avec reste intégral). Soit f : [a,b] — R qui est C*" sur [a,b],

alors

n (k) a b r(n+1)
=31 ()(b—a)k—k/ %(b—w“dt

k!
k=0

Application 7 : (Propagation du local) Soit f € C™ sur | — a, a[. On suppose qu’il
existe r > 0 et une fonction ¢ :] — r,r[— R tel que Vn € N, ‘f(">(a:)| < p(z). Alors, f est
développable en série entiére sur | — 7, 7.

Application 8 : (Théoréme de Bernstein) Soit f € C* sur |—a, a[. SiVk € N, R >
0, alors f est développable en série entiére sur | — a, al.

1.2 Interpolation

Théoréme 9. Soit xo,...,Tn € [a,b] des points deuzr & deuz distincts et f : [a,b] — R
une fonction quelconque. Alors, il existe un unique polynéme P, € R,[X] tel que

Po(z:) = f(z3)

X% olors P(X) = S F@) LX),

Ty — Ty

Si on pose Li(X) = H
J#i

Application 10 : Si P € C[X] tel que P(N) C Z, alors P € Q[X].

Définition 11. Le polynéme P défini précédemment est appelé polynéme d’interpolation
de Lagrange autz points (xi, f(mz)) Les polynomes (L;) forme la base d’interpolation auz
points x;.

Théoréme 12. On suppose que f est n+ 1 fois dérivable sur [a,b]. Alors, pour tout
x € [a,b], il eriste £ € | min(x, x;), max(z, ;)| tel que

FE) \ !
f(@) = Pu(z) = Wﬂnﬂ(w) oU Tni1(z) = H(l’ — ;)
! o
Corollaire 13.
Tn oo n
I = Palle < Wil ot
r n!

Lemme 14. On note pn(x) = H(m — k), alors ||onllso,[0,n]

o n—too € In(n)



1.3 Approximation uniforme

1 APPROXIMATION POLYNOMIALE

Théoréme 15. On subdivise [a, b] en n+1 points équidistants : ©; = a+ih avec h = 7_1 =3
Alors,
nt1 nl 27 1 b—a\"
lrafloo ~ notoo  eln(n) nrtoo \/;ln(n) ( e )

Définition 16. On subdisivse [a,b] en n+ 1 points appelés points de Tchebychev : x; =
a+b

" b—a cos 2i+1 -
2 2 2n + 2
Définition 17. On définit To = 1, T1(X) et Th41(X) = 2XT(X) — Tn-1(X), appelés
polynomes de T'chebychev.

Lemme 18. On a ||Th||co)-1,10 = 1.

Théoréme 19. Pour une interpolation auz points de T'chebychev, on a
b—a n+1
(17741 |00, a,b) = 2 ( 1 )

Remarque 20 : L’interpolation aux points de Tchebychev est bien meilleure que celle
aux points équirépartis. En fait, on ne peut pas faire mieux.

Proposition 21 (Phénomeéne de Runge). On considére f : z € [-1,1] —> %-i-l Soit
x

P e polynéme d’interpolation a 2n points équidistants dans [—1,1], alors P ne

converge pas uniformément vers f.

Remarque 22 : Je crois que pour les points de Tchebychev, on a convergence uniforme,
mais je n’ai pas trouvé de bonnes références (4 part essayer numériquement).

1.3 Approximation uniforme

Définition 23. Soit f une fonction continue sur [0,1] et on pose Bn(f)(z) =

Z (Z)f <%> (1 —2)"%. Les B, (f) sont appelés les polynoémes de Bernstein de f.
k=0

Définition 24. Soit f une fonction continue sur [a,b]. On définit pour § > 0

w(8) = sup{|f(z) — f(Y)|, |z — y| < 6}
Proposition 25. w est correctement défini car f est uniformément continue (théoréme
de Heine). Et on a :

1. w une fonction croissante et lim w(t) = 0.
t—0t

2. Pour tout t,t' > 0,w(t+t') < w(t) +w(t).

Théoréme 26. La suite (Bn(f))
on a

sy COMUETgE uniformément vers f. Plus précisément,
>

1
1800 - Fle <0 (=)
Corollaire 27. Si f est lipschitzienne, alors ||Bn(f) — flloc = O (%)
n

b
Application 28 : Soit f continue sur [a, b] telle que Vn € N,/ f@®t"dt = 0.

Application 29 :
+oo

Laplace par L(f) : p+— / f(t)e P'dt. Alors, L est injective.
0

Soit f continue et intégrable sur Ry, on définit sa transformée de

1.4 Approximation L?

Définition 30. Soit E un espace euclidien et 1, ...,xn € E, on note Gram(z1, ..., xn) =

(<xi’xj>)1<i,j<n et G(21, ..., o) = det (Gram(z1, ..., zn)).

Lemme 31. Soit E un espace préhilbertien, V un sous-espace de E de dimension finie

muni d’une base orthogonale (e1,...,exn), alors
Gleiy...,en, )
Ve e E,d(z,V)? = o)
( ) G(el,l.”en)
Lemme 32 (Déterminant de Cauchy). Soit a1,..,an € R deuzr d deuz distincts et

b1, ....,bn € R deuz & deux distincts tels que a; + b; # 0. Alors,

[1(ai —a;)(b; —

det ( 1 ) ==
ai+bi ) 1ciicn [1(ai + b;)

@]

bj)

DEVELOPPEMENT 1

Théoréme 33 (Miintz). Soit (an) une suite de réels strictements positifs et strictement

. o . ) 1 .
croissante. Alors, Vect(z®™)nen est dense dans L si, et seulement si, g — diverge.
Qn

Application 34 : R[X] est dense dans L°.



2 APPROXIMATION DES FONCTIONS INTEGRABLES

2 Approximation des fonctions intégrables

2.1 Vers l'intégrale de Riemann

Définition 35. Soit ¢ € £([a,b]) une fonction en escalier. Sia =m0 < x1 < ... < Tn =b
une subdivision adaptée & o, alors on définit

n—1

I(p) = Z(xH-l —z;)p(x:)

1=0

Remarque 36 : On définit ainsi une forme linéaire sur €([a, b]), continue pour la norme
uniforme.

Proposition 37. L’adhérence de S([a, b}) pour la norme uniforme est l’espace des fonc-
tions réglées, ie qui ont une limite & gauche et a droite en tout point. En particulier, toute
fonction continue par morceaus est limite uniforme de fonctions en escalier.

Corollaire 38. La forme linéaire continue I : 5([a, b}) — R s’étend en une forme linéaire
continue sur ’espace des fonctions réglées. En particulier, on définit ainsi l’intégrale de
Riemann d’une fonction continue par morceaus.

Théoréme 39. Soit f une fonction réglée et a = xo < 1 < ... < T, = b une subdivision
n

de [a,b] et & € [zi—1,z:], on note Sy (f) = Z(mi—xi,1)f(§i), on note h, = sup |z;—z;—1|.
i=1

Alors, '
b
limO Sn(f) = /a f(x)dz

hp—

n—-+oo

Corollaire 40. Soit f wune fonction continue sur [0,1], alors %Zf(%)
k=0

/O 1 F(t)dt.

2.2 Vers l’'intégrale de Lebesgue

On fixe (X, .A) un espace mesurable. On rappelle que f : (X, .A) — (Y, B) est mesurable
si pour tout B € B, f ' (B) € A.

Définition 41. Une fonction simple est une fonction de la forme f = Z%‘ILA,; ou I est
iel
fini et A; est mesurable.

Théoréme 42. Soit f : (X, A) — R une fonction mesurable. Alors, il existe une suite
de fonctions simples (fn) qui converge simplement vers f.
1. Si f >0, alors on peut choisir (fn) croissante et positive.

2. Si f est bornée, alors on peut choisir (fr) de sorte que la convergence soit uniforme.

Remarque 43 : Ceci permet de construire I'intégrale de Lebesgue : si f = ZaiﬂAi,
il
alors /fdu = Z a;(A;). Ceci permet d’étendre la définition aux fonctions mesurables
il
positives, puis aux fonctions dites intégrables.

Théoréme 44 (Beppo-Levi). Soit (fn) une suite croissante de fonctions mesurables et
positives et f = lim f,, qui est mesurable positive, alors

/fd,u: lim /fnd,u
X n—+oo |y

Corollaire 45 (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives,
alors
/ liminf frdu < liminf/ fndp
X n—-+oo n—-+oo X

Corollaire 46 (Convergence dominée). Soit (fn) une suite de fonctions intégrables tel
que (fn) converge simplement p-presque partout vers f. S’il eriste g intégrable telle que

u-presque partout, on a |frn| < g, alors
tiw [ fdi= [ san
n——+oo X X

lim
n—-+oo

/ [fn—flde=0 en particulier,
X

Application 47 : Pour 1 < p < +o00, 'ensemble des fonctions simples est dense dans

L*.
1
p
Théoréme 48. L” muni de la norme || f||, = (/ fpdx) est un espace complet.
R

Théoréme 49 (Admis). Ici, on suppose que X = R muni de sa tribu borélienne complétée
et de la mesure de Lebesgue et 1 < p < 4o0. Alors,

1. L’ensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans LF.

2. L’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP.

DEVELOPPEMENT 2

Théoréme 50 (Inégalité de Hardy). Soit p > 1, pour f € L*(R4), on définit Ty(z) =

1 xT

;/ f@)dt. Alors, T : LP(Ry) — LP(R4) est un opérateur continu. Plus précisément,
0

on a )
Vfe L’ |Tyllr < EWHL"

Et la constante est optimale.




2.3 Convolution et régularisation

3 SERIES DE FOURIER

2.3 Convolution et régularisation

Définition 51. Soit f,g € LI(R), alors on définit une fonction pour presque tout x par
fra@) = [ g —nat

Proposition 52. Le produit de convolution est associatif et commutatif.

Théoréme 53. Soit f,g € L'(R), alors fxg e L'(R) et ||f gl <|[fllpllgllzs. (L' )
est une R-algébre sans unité.

Définition 54. On dit qu’une suite (pn) d’éléments intégrables et positifs est une approwi-
mation de l'unité si

1. /pndx: 1.
R

2. Ve >0, lim

n—-+oo

pn(z)dz = 0.

|z|>e

On dit que (pn) est régularisante si p, est C*.

Exemples 55 :

1
V2mt
e Soit p une fonction C* par morceaux et positive telle que /p =1, on pose pi(z) =

R

1 T . . . N
Ep (;) qui forme une approximation de 'unité.

2
—x_ . . T2
e 2¢? est une approximation de l'unité.

o pi(z) =

Théoréme 56. Soit (p,) une approzimation de l'unité,l < p < +oo et f € LP, alors
puxf =5 f.
Théoréme 57. Soit ¢ une fonction C' et f € Li,., alors f * ¢ est définie partout et est
C'. De plus, (fx¢) = fx¢ .
Théoréme 58. 1. Ci°(R) est dense dans Co(R) pour la norme infinie.

2. 811 < p< +oo, alors C°(R) est dense dans LP.

3 Séries de Fourier

Définition 59. Soit f une fonction continue par morceautr et 2mw-périodiques, on note

en(f) = 2i (t)e™"™dt et Sn(f) : t — Z cn(£)e™ la série de Fourier de f.
™
- n=—N
| Nl
On note aussi on(f) = — Sk(f)-
k=0

Théoréme 60 (Parseval (Admis)). Soit f continue par morceauz et 2m-périodiques, alors

S lentn* =5 [ 1)

neL

3.1 Noyau de Dirichlet

N
Définition 61. On note Dy(x) = Z e™ le noyau de Dirichlet.
n=—N

Proposition 62. On a
. 1 B
1. DN est pair et o Dy (t)dt =1.
T J
. 2N+1
sin 2t g
2. DN(m) =2 °

o T
Sll’l2

3. Sn(f) = f* Du.

Théoréme 63 (Dirichlet). On suppose que f est 2m-périodique et ct par morceauz telle
_ )+ fE)
que b, /(1) = 1

Corollaire 64. Si f est de plus continue, alors Sn(f) converge normalement vers f sur
R.

, alors Sn(f) converge simplement vers f sur R.

2
Avec f(z) =1— s% sur [—m, ] prolongée par 27 périodicité, on trouve
™

1 2 1 4
=%t iz

n>1

Application 65 :

3.2 Noyau de Féjer
N-1
Définition 66. On note Ky = L Z Dy le noyau de Féjer
‘ N k=0 * ! e

Proposition 67. On a

N In] P 1 [ sin &=z ?
1. Kn(z)= Y <1—ﬁ) e et KN(;E):N Sin; )

n=—N
2. ||Knllpr =1
3. on(f)=f=Kn.
Théoréme 68 (Féjer).
uniformément vers f.

1. Si f est continue et 2mw-périodique, alors on(f) converge

2. Soit f € L et 2n-périodique, alors on(f) converge vers f dans LP.

Corollaire 69. Toute fonction continue et 2w-périodique est limite uniforme de polynémes
trigonométriques.

Corollaire 70. Pour n € Z, on note e, : t — ei"t, alors la famille (en)nez est totale

dans L>.



3.2 Noyau de Féjer 3 SERIES DE FOURIER
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