207 : Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
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1 Prolongement de régularité

1.1 Prolongement par continuité

On fixe X et Y deux espaces métriques.

Proposition 1. Soit f : D — Y et a € D tel que lim f(x) ewiste, que I’on note £. Alors

Tr—ra
f(z) sizeD

Y, siz—a définit un prolongement continu de f.

la fonction f : x € DU{a} —> {

Exemple 2 :
. sin(x) .
e La fonction z — ———~ admet un prolongement par continuité en 0 par la valeur
1.

. . (1 .
e La fonction z — xsin <7> admet un prolongement par continuité en 0 par la
x

valeur 0.

. . (1 .
e La fonction x — sin <7> n’admet pas de prolongement par continuité en 0.
x

Théoréme 3 (Heine). Soit f une fonction continue sur un segment [a,b], alors f est
uniformément continue sur [a,b].

Exemple 4 : Soit f :]0,1] — R une fonction continue. Alors, f admet un prolongement
continu en 0 si, et seulement si, f est uniformément continue sur |0, 1].

1.2 Prolongement lisse

Théoréme 5. Soit I un intervalle, E un espace normé et f : [ — E continue dérivable
et dérivable sur I\ {a}. Si f posdéde une limite { en a, alors f est dérivable en a et

f(a) =¢.

Remarque 6 : Cela fait méme de f une fonction C'.

Exemples 7 :

in(x)

. s .
e La fonction z —s ) prolongée par continuité en 0 est C' sur R.
x

. (1 . .
e r— rsin (7) prolongée par continuité en 0, n’est pas dérivable en 0.
T

0 siz <0

1
z

, alors f est C™°.

oSoitf:Jc»—>{ .
siz >0

e

Remarque 8 : Ce théoréme sert notamment pour le raccord de solutions & une équation
différentielle non résolue.
e L’équation 2y — y = 0 se résout sur | — oo, 0 et sur ]0, +-oco[. L'étude du raccord en
0 montre que 0 est la seule solution de cette équation (bien qu’elle soit d’ordre 1!).
e L’équation 2y’ —y = 0 se résoud sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +-00[. L’étude du raccord en
0 montre que les solutions sont toutes proportionnelles & f (définie dans I’exemple
précédent).
e L’¢quation ty’ —2y = ¢> admet un ensemble de solutions de dimension 2, bien qu’elle
soit d’ordre 1.

Application 9 : 1l existe une fonction ¢ : R — [0, 1] de classe C* telle que fo,5) =1
et tel que f =0 en dehors d’un voisinage de [a, b].

1.3 Equations différentielles

Soit f :]a,b[xR™ — R" une fonction continue. On note (E) l'équation différentielle
/
Y (t) = f(ty(®).
Définition 10. Une solution de (E) est un couple (J,y) ot J est un intervalle de ]a,b| et
y :Ja, b[— R™ telle que
vte Jy'(t) = f(ty)
Définition 11. Soit (J,y) une solution de (E). On dit que :

1. La solution est mazimale si y n’a pas de prolongement strict. C’est-a-dire qu’il
n’existe pas de solution (J, %) telle que J C J et yj; = y.

2. La solution est globale si J =]a, b].

Remarque 12 : Toute solution globale est nécessairement maximale. Mais la réciproque
est fausse : les solutions maximales de 3’ = 3> ne sont pas globales.
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Remarque 13 : On munit Pensemble des solutions de (E) d’une relation d’ordre en
posant (Jl,yl) < (Jz,yz) siJip C Jaet Y215, = Y1-

Proposition 14 (Admis). Toute solution de (E) se prolonge en une solution mazimale
(non nécessairement unique).

Théoréme 15 (Cauchy-Péano). Pour tout (to,zo) €]a, b[xR"™, il existe une solution maxi-
male de (E) définie sur un intervalle ouvert telle que y(to) = xo.

Théoréme 16 (Cauchy-Lipschitz). Si de plus, f est localement lipschitzienne par rapport
a la deuziéeme variable, alors la solution mazimale est unique.

Théoréme 17 (Sortie de tout compact). Soit (J,z) une solution mazimale de (E) avec
J =|T_,Ty[. Alors, on a lalternative :

1. Ty =b (resp. T- = a).
2. Ty <bet lim |z(t)] =+o0 (resp. T- < a et lim |z(t)] = +o0.).
t—=T4 t—T—

Corollaire 18. Soit (J,x) une solution de (E) avec J =|a, B[. Si x reste bornée au
voisinage gauche (resp. droit) de B (resp. de o), alors x admet un prolongement au dela
de B (resp. o).

Application 19 : On suppose que f est bornée, alors toute solution de (E) est globale.

/ _ x?
1+ 22
z(0) = o

Par exemple, le probléme de Cauchy admet une unique solution

globale définie sur R.

Lemme 20 (Gronwall). Soit f,g deus fonctions continues positives telles qu’il existe
C >0 ettty €R tels que

Yt > to, f(t) < C + /tf(s)g(s)ds

alors,

Yt > to, f(t) < Cexp (/t g(s)ds)

Application 21 : On suppose que pour tout compact K de I, il existe «, 5 > 0 tels que
V(t,x) € K x R",|f(t,z)| < oz + B

alors, toute solution de (E) est globale. Par exemple, les solutions des systémes linéaires
sont toutes globales.

2 Analyse complexe

2.1 Prolongement analytique

Définition 22. Soit Q un ouvert de R ou C. On dit qu’une fonction f : Q@ — C est
analytique si pour tout xo € 2, il existe un voisinage V de xo et une série entiére Z anx”
tels que

vz € X, f(z) = Zan(w — x0)"

neN

Proposition 23. Toute fonction analytique est C™.

Remarque 24 :
théoréme suivant.

La réciproque est fausse dans R comme le montre 'exemple 7 et le

Théoréme 25 (Zéros isolés). Si Q est connexe, l’ensemble des zéros d’une fonction ana-
lytique non identiquement nulle sur 2 n’a pas de point d’accumulation dans 2.

Corollaire 26 (Prolongement analytique). Soit Q un ouvert conneze. Si deuz fonctions
analytiques coincident sur une partie de €2 contenant un point d’accumulation dans 2,
alors elles sont égales sur tout €.

1

1
Exemple 27 : La seule fonction analytique sur C telle que Vn > 1, f (7> = — est

n n3

3
2z .

Remarque 28 : Si le point d’accumulation n’est pas dans 2, le résultat est faux. En
1

effet, si Q = {z € C,Re(z) > 0}, alors la fonction nulle et sin (E) ont des zéros en les —,
z n

pourtant ne sont pas égales.

DEVELOPPEMENT 1

Définition 29. Soit f : D — C une fonction analytique sur un disque ouvert et 7y :
[0,1] — C une courbe dans C. Un prolongement de f le long de v est une famille de
couples (fe, Di)icio) tels que :
o D, est un disque ouvert centré en y(t) et f; : Dy — C est holomorphe.
e (fo,Do) = (f, D).
o Pour tout t € [0,1], il ewiste € > 0 tel que si |t —t'| < ¢, alors y(t') € D¢ N Dy et
fer = ft sur Dy N\ Dy

Proposition 30. Si (fi,D1) et (fhﬁﬂ sont les extrémités de deux prolongements ana-

lytiques le long d’un chemin ~y, alors fi = fi sur D1 N D;.

Remarque 31 : Ceci ne permet a priori pas d’étendre le domaine d’analyticité d’une
fonction f. En effet, le prolongement le long de deux chemins différents vers un méme
point ne coincident pas nécessairement.



2.2 Holomorphie

3 PROLONGEMENT D’OPERATEURS

2.2 Holomorphie
Proposition 32. Soit Q un ouvert de C, toute fonction analytique est holomorphe.

Théoréme 33 (Cauchy). Soit Q un ouvert de C, a € Q et r > 0 tel que B(a,r) C Q et

f e H(Q). Alors,
_ 1 f(z)
fla) = %/C((M) zfadz

Corollaire 34. Toute fonction holomorphe est analytique.

Corollaire 35. Soit f une fonction analytique réelle sur I C R, alors il existe un ouvert
Q de C contenant I et g une fonction holomorphe sur 2 telle que g;r = f.

2.3 Le bord du disque de convergence

Théoréme 36 (Abel angulaire). Soit Z anz" une série entiére de rayon 1 de somme f.
Soit Oy € [0, g [, on considére le domaine angulaire Ag, = {1 —pe' 0 € [—60,60),p > 0}.

On suppose que an converge, alors

zﬁll,lznelAgo f(z) = Z an

neN

Application 37 : Si Zan et an sont deux séries convergentes, on note ¢, =

n
E akbn_j. Si E cn converge, alors on a
k=0

e (S ()
neN neN neN
Théoréme 38 (Taubérien faible). Soit Zanz" une série entiére de rayon 1 de somme
. 1
f. On suppose que lim f(x) existe, on note S. On suppose que an, = o (7>, alors Zan
r—1— n
converge et on a S = Z Qn-

neN

1
Remarque 39 : En fait, on peut encore plus affaiblir 'hypothése en a, = O <7), mais
n

le théoréme est alors beaucoup plus difficile & montrer.

Exemple 40 : On a V|z| < 1,2(—1)”2” =

n=0

1 1 n
T2 Y mais pourtant Z(—l) ne

converge pas.

3 Prolongement d’opérateurs

On utilisera dans cette section le théoréme suivant pour prolonger les opérateurs

Théoréme 41. Soit X,Y deur espaces métriques avec Y complet et f : D C X — Y
uniformément continue avec D dense dans X. Alors, il existe une unique application f :
X — Y continue qui prolonge f, f est méme uniformément continue.

Remarque 42 : En particulier, toute application linéaire continue sur une partie dense
se prolonge en un opérateur linéaire.

3.1 Vers l’intégrale de Riemann

Définition 43. On dit que ¢ : [a,b] — R est en escaliers s’il existe une subdivision
a=20<x1<..<xn=0>tel que ¢ est constante sur |x;—1,x;[. On note 8([a, b]) l’espace
vectoriel des fonctions en escaliers.

On dit que @ est réglée lorsqu’elle admet des limites & gauche et 4 droite en tout point, on
note R([a, b]) l’espace vectoriels des fonctions réglées.

Définition 44. Soit ¢ € 5([(1, b}) eta=mxo <z <..<Ty =>b une subdivision adaptée
G @. On définit son intégrale par

n—1

I(p) = Z(mﬂ —zi)p(zi)

i=0

Théoréme 45. £([a,b]) est dense dans R([a,b]) pour la norme infinie.

Corollaire 46. On peut ainsi définir l'intégrale de Riemann pour une fonction réglée.
Remarque 47 : Toute fonction continue par morceaux est réglée, on a alors une intégrale
des fonctions continues par morceaux.

Proposition 48 (Somme de Riemann). Soit f une fonction réglée sur [a,b], alors
1 k !
li — — ) = t)dt
niToonkZOf<n) /Of()

3.2 Vers l'intégrale de Lebesgue

On fixe (X, A, u) un espace mesuré.

Définition 49. Toute fonction f de la forme Zai]lAi avec A; mesurable et I fini est
il

dite simple. On

Théoréme 50. Soit f: (X, A) — R ou C, alors, il existe une suite de fonctions simples

qui converge simplement vers f.
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1. Si f >0, alors cette suite peut étre prise croissante et positive.

2. Si f est bornée, alors cette suite peut étre prise de sorte que fn converge uniformé-
ment vers f.

Définition 51. Soit f une fonction simple que l’on écrit Zai]lAi? on définit l’intégrale
iel
de Lebesgue de f par

/X Jfdp = Z%‘N(Ai)

Pour une fonction mesurable positive, on pose

/ fdu = sup {/ edp, o < f, simple}
X X

Théoréme 52 (Convergence monotone). Soit (fn) une suite de fonctions mesurables
positives, alors elle converge simplement vers une fonction mesurable f. Alors, on a

/ fdp= lim / Fudpt
X n—-+4oo X

Remarque 53 : On peut étendre la définition de l'intégrale pour les fonctions inté-
grables; ce qu’on ne détaillera pas dans ce cours. On supposera dans la suite les bases de
la théorie de l'intégration connue. On munit R de sa tribu borélienne complétée et de la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 54 (Riesz-Fischer). Soit 1 < p < 400, l’espace L* muni de la norme || f|lr =
1

</ f(a:)da;) " est un espace complet.
R

Théoréme 55 (Admis). Soit 1 < p < +oo. Le sous-espace des fonctions continues a
support compact est dense dans L”.

DEVELOPPEMENT 2

Théoréme 56 (Inégalité de Hardy). Soit f € LP(Ry), on note T¢(z) = %/ F@)dt.
0

Alors, T : f € L*(R4) — Ty € LP(Ry) est un opérateur continu. Plus précisément, on
a
ITsllzr <~ L0 e

De plus, la constante est optimale.

3.3 Transformée de Fourier

Définition 57. Si f € Ll(Rd), on définit sa transformée de Fourier par
FN© = [ e fw)a
R

On notera F(§) = / ™8 f(z)dz.

RA

Proposition 58. F est un opérateur continu de L' vers I’espace des fonctions continues
qui tendent vers Q.

Théoréme 59. Soit f € L'(RY) telle que F(f) € L' (RY), alors

G F )

f:

Remarque 60 : Il existe une fonction f € L' telle que F(f) ¢ L'. Par exemple,
f =14 est L', mais pas sa transformée de Fourier.

——— F est une isométrie entre L'nr?

Théoréme 61 (Fourier-Plancherel). L’opérateur @)
2m)2

dans L>.

Corollaire 62. On peut prolonger la transformée de Fourier en une transformée de Fou-
. 2
rier sur L”.
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