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1 Espace C'(K)

1.1 Quelques sur la continuité

Théoréme 1. Soit K un compact et f : K — R continue, alors, f(K) est compact.

Remarque 2 : En particulier, toute fonction continue sur un compact est bornée et

atteint ses bornes.

Théoréme 3 (Heine). Soit K un compact et f : K — R une fonction continue, alors f
est uniformément continue.

Proposition 4. C°(K) est une R-algébre associative unitaire de dimension infinie. On le
munit d’une norme en posant || f|lcc = sup |f(x)‘
zeK

1.2 Convergence uniforme

Théoréme 5. (C°(K),|| - [|c) est un espace de Banach séparable.

Remarque 6 : En particulier, la limite uniforme de fonctions continues est continue.

Proposition 7. Soit (f,) une suite de fonctions de C°(K) qui converge simplement vers
une fonction f continue.

1. Si (fn) est une suite croissante, ie frn < fnt1, alors la convergence est uniforme.

2. Pour chaque x € R, la suite (fn (:c)) est croissante, alors la convergence est uniforme.

1
La suite de polynomes définie par Pp = 0 et Pnoy1(z) = Po(x) + f(mQ —

Exemple 8 : 3

P, (m)2) converge uniformément vers  — |z|.

Remarque 9: L’hypothése de continuité de la limite simple est primordiale, par exemple
z+— z" sur [0, 1] donne un contre-exemple. ;

Théoréme 10 (Weierstrass). R[X] est dense dans CO([a,b]).

27 .
lim f@®)e ™ dt = 0.

Si f est continue, alors
n—-+oo 0

Application 10 :

Remarque 11 : On a méme une suite explicite : si f € CO([O, 1]), on pose B,(f)(z) =
- k -

Z (:) I (E) #"(1—z)"", alors (Bn(f)) converge uniformément vers f.

k=0

Théoréme 12 (Stone-Weierstrass). Soit A une sous-algébre de C°(K) qui contient les
constantes et qui est séparante, ie si x £y, il existe f € A telle que f(x) # f(y).
Alors, A est dense dans C°(K).
Définition 13. Soit H une partie de CO(K), on dit que H est
1. équicontinue si Vo € K,Ve > 0,3n > 0,d(x,y) <n == VYh € H, ‘h(x) - h(y)’ <e.
2. uniformément équicontinue si Ve > 0,3n > 0,Vz,y € K,d(z,y) < n = Vh €
H, ‘h(m) —h(y)| <e.

Proposition 14. Comme K est compact, H est équicontinue si, et seulement si, elle est
uniformément équicontinue.
Théoréme 15 (Ascoli). Soit H une partie de C°(K), alors on a équivalence entre :

1. H est relativement compacte.

2. H est bornée et équicontinue.

Remarque 16 : L’ensemble des fonctions k-lipschitziennes est équicontinue. On en dé-
duit que si (f,) est une suite de fonctions continues de classe C' sur [0, 1] telles que (fy)
et (fy,) sont uniformément bornées, alors il existe une sous-suite de (f,) qui converge
uniformément.

Application 17 : (Théoréme de Cauchy-Peano) Soit f :[0,1] x R — R continue

telle qu’il existe M > 0 tel que Vz € [0,1],Vt € R, ’f(t7 x)’ < M(1+|z]). Alors, la méthode
/ p—

d’Euler donne une solution au probléme de Cauchy { z((Ot)) _ g(t’ o(1)) .

2 Fonctions LP

On fixe (X, A, ;1) un espace mesuré.



2.1 Généralités

2 FONCTIONS L*

2.1 Généralités

Définition 18. Soit p > 0. On note LP(u) Uespace vectoriel des fonctions f : X — R

1
mesurables telles que / |f|? < +00. On note || f|lp = (/ \f|p) "
X X

On note L (u) Uespace vectoriel des fonctions f : X — R mesurables telles que
inf {M > 0,u(f > M) =0} < 400, on note cette quantité || f||c.
Pour p € [0,+00], on note LP(u) le quotient de LP(u) par la relation d’égalité p-presque
partout.
Théoréme 19 (Inégalité de Holder). Soit f € L¥(u) et g € LY () avec 1 + 1 1, alors
p q

fg e L' (p) et

£l < [If1lpllgllq

avec égalité si, et seulement s’il existe \, p tels que M| f|” = ulg|? presque partout.
Corollaire 20 (Minkowski). Sip € [1,+0o0], alors L () est un espace normé.
Théoréme 21 (Riesz-Fischer). Si 1< p < 400, alors L (i) est un espace de Banach.

Corollaire 22. $i (f.) est une suite d’éléments de L” qui converge vers f dans L, alors
il existe une sous-suite de (fn) qui converge presque partout.

Remarque 23 : On a pas nécessairement de (f,) presque partout : fonif = ]I[L kt1
o

i
converge vers 0 dans L”, mais si (k7,) est la décomposition dyadique de , alors for 442 (z) =
1.

Application 24 : (Théoréme de prolongement) Tout opérateur linéaire continu sur
une partie dense D de L” se prolonge en un unique opérateur linéaire sur L”.

2.2 Résultats de densité

Proposition 25. Sip € [1,+00], l’espace des fonctions étagées intégrables est dense dans
LP ().

Théoréme 26 (Admis). L’espace des fonctions continues d support compact est dense
dans L* (R).

Proposition 27. Si 1 < p < +oo, alors LP(R) est séparable, mais L (R) n’est pas
séparable.

DEVELOPPEMENT 1
Théoréme 28 (Inégalité de Hardy). Soit p > 1, si f € L*(Ry), on pose Tf : x —
1 xT
;/ f(®)dt. Alors, T est un opérateur continu sur L¥(Ry). De plus, on a
0

ITflzr < ~E5 1o

De plus, la constante

pl est optimale.

2.3 Convolution et régularisation
Définition 29. Soit f € L' (R) et g € LP(R), on définit une fonction pour presque tout x

par f + g(x) = / F(@ — y)g(y)dy.

Proposition 30. $i f € L' et g € L?, alors fxg € LP et

1 glly < Lfllzallglizr
Proposition 31. $i f est C¥ et g € Li,., alors f x g est C".

Proposition 32. Si1<p< +oo et f € LP, alorsa € R— 7,f € L? est uniformément
continue.

Définition 33. Une approzimation de 'unité est une suite de fonctions intégrables (prn)
telles que

1. Pour tout n, pn >0 et / pn(x)dz = 1.
R

lim
n——+oo

2. Pour tout € > 0, pn(z)dz = 0.

|z|>e
Si de plus, (pn) est C=°, on dit que (pn) est régularisante.

Exemples 34 :

1 = N byt

o pi(x) = 27rte 2t est une approximation de l'unité.
1 1 . . g
o pi(x) = S est une approximation de 'unité.

e Si p est une fonction positive C™ a support compact, on a une suite régularisante
en posant p,(x) = np(nx).

Proposition 35. Soit 1 < p < +oo, f € L? et (pn) une approzimation de l'unité, alors
pn * f — f dans LP.
Si de plus, f est continue, alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Corollaire 36. C2° est dense dans L* pour 1 < p < +o0.



2.4 Transformée de Fourier

3 ESPACES DE SOBOLEV EN DIMENSION 1

Théoréme 37. Soit 1 < p < +oo et H une partie de L¥. Alors H est relativement
compact si, et seulement si, on a les critéres sutvants :

1. H est borné dans L".

2. lim

|f(:0)|pdx = 0 uniformément par rapport o f € H.
R—+o00

|z|>R
3. lin%) Tof = [ dans L? uniformément pas rapport ¢ f € H.
a—

2.4 Transformée de Fourier

Définition 38. Soit f € LI(R), on définit sa transformée de Fourier par
1 .
F(f): &— —/ z)e T dg
(n:e— = [ 1@

Proposition 39. Soit f,ge L' et a €R et A > 0, on a alors

h(z) F(h)(x)
[@e™ | Flg)E—a)
fle—a) | F(f)(&e ™*

fxg | FUHFQ

fCo) | FE©
1(3) | Ao

Proposition 40. F est un opérateur continu de L* vers Uensemble des fonctions continues
qui tendent vers 0 en £oo. On a méme | F(f)|loo < ||f]]1-

DEVELOPPEMENT 2

Lemme 41. Si fo(z) = 67(”52, alors

F(f)(E) = [ Ze

Théoréme 42 (Inversion de Fourier). Si f € L' telle que F(f) € L", alors

f(@) = / F() (€)™ da

Remarque 43 :  Si F(f) € L', alors f est continue, on ne peut donc a priori pas calculer
I'inverse de Fourier autre que des fonctions continues.

Corollaire 44. F est injective.

Théoréme 45 (Fourier-Plancherel). $i f € L' N L?, alors F(f) € L?. De plus, on a
IF ()2 = [ f]]2-

Corollaire 46. Comme L' N L? est dense dans L?, cela définit F sur tout L°.

Exemple 47 : Calcul des transformées de Fourier du sinus cardinal et des indicatrices.

3 Espaces de Sobolev en dimension 1

3.1 Généralités

Définition 48. Soit I =]a, b| éventuellement non borné, on pose
HY(I) = {u € L*(I),3g € L*(I),Vp € Ci(f),/uso' = —/W}
I I

Remarque 49 : Siu € LQ(I), on notera u’ sa dérivée au sens des distributions, ie telle
que <'U/,Q0> = _<u7§0l>'

Théoréme 50. L’espace H'(I) muni du produit scalaire (u,v) g1 = (u,v)p2 + (u/,v") 2
est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 51. On a une injection continue H' (I) < C°(T). En particulier, tout élément
de H'(I) admet un unique représentant continu.

Cette injection est méme compacte, ie l'image de la boule unité de H'(I) dans C°(T) est
relativement compacte.

Définition 52. On note Hy(I) l'adhérence de C°(I) dans H'(I) pour la norme H'.
Théoréme 53. Soit u € H'(I), alors u € Ho(I) si, et seulement si, u(a) = u(b) = 0.

Théoréme 54 (Inégalité de Poincaré). On suppose que I est borné, alors il existe une
constante C' telle que
Vu € Ho (), |ull g < Clla|| 2

3.2 Résolution d’EDP

Théoréme 55 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert, b une forme bilinéaire conti-
nue coercive sur H et £ une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique u € H
tel que

Vv € H,b(u,v) = £(v)

1
De plus, si b est symétrique, alors u est l'unique minimiseur de x — Eb(x,x) — ().

"
—-u +u =

w(0) = u(1) = (j; , une solution faible de (E1) est un

Définition 56. Soit (E1) : {

élément u € Hy (I) telle que

VveH&(I),/u’v/Jr/uv:/fv
I I I

Théoréme 57. 5i f € L? il existe une unique solution faible de (E1). De plus, si f est
continue sur 1, alors u est C* sur 1.



4 ESPACES DE FONCTIONS LISSES

Définition 58. Soit (Es) : { - , une solution faible de (E2) est un

= f
u(0)=u(l) = 0
élément de uw € Hy(I) telle que

VUGHS(I),/pu/v/—l—/quv:/fv
I I I

Théoréme 59. On suppose que f € L?, p € CI(T) telle quep > a>0et g€ Coﬁj), alors
(E2) a une unique solution faible. Si de plus, f est continue, alors u est C? sur 1.

Remarque 60 :
est primordial :

La définition de formulation faible et donc le choix de l'espace de Hilbert

AV ’
e Pour { ;((Op)u:) unzlr)u +au _ g , on travaille dans Hg (I).
e Pour { —u” +u =/ on travaille dans H'(I)
vW(0)=u'(1) = 0° )
_u// +u = f
e Pour ¢ u(0) = wu(l) , on travaille dans H = {v € H'(I),v(0) = v(1)}.
u'(0) = u'(1)

4 Espaces de fonctions lisses

On fixe 2 un ouvert de R.

4.1 Espaces C*(Q)

1
Lemme 61. On note K; = {x € Q,|z| < i,d(z,Q°) > ; } Alors,

“+oo

1. K; est une exhaustion compacte de ), ie K; C K;_l et Q) = U K;.
=1

2. Pour tout compact K de 2, il existe i tel que K C K;.

Z £ lco,x; €t on définit une distance
=1

Définition 62. Pour f € C*(Q), on note pi(f) =

sur C*(Q) en posant

pi(f—9)
Z2Zl+plf g)

Théoréme 63. (Ck(ﬂ),d) est un espace métriqgue complet. De plus, on a (fn) converge
(j))

vers f dans c* () si, et seulement si, pour tout jk, ( W) converge uniformément sur tout

compact vers f(j).

Proposition 64. La topologie de C*(Q) n’est pas normée.

Définition 65. On dit quune partie X de C*(Q) est bornée si

Théoréme 66. Les fermés bornés de C*°(2) sont compacts.

4.2 Espace H(Q)

Définition 67. On rappelle que f est holomorphe sur Q si f est C' sur U et C-dérivable.
On note H(Q) ’espace des fonctions holomorphes.

Théoréme 68 (Cauchy). On suppose que Q est conveze. On considére un cercle C(a, R) C
Q et r <0, alors
f(Q)

1
———d¢
2,”1— /C(a R) C -z

Corollaire 69. Toute fonction holomorphe est analytique.

Vb e C(a,r), f(b) =

“+oo
1
Définition 70. On munit H(QY) de la distance d(f,g) = Z ?Hf = gloo,K; -
=1
Théoréme 71. H(Q) est un espace métrigue complet. De plus, (fn) converge vers f dans

H(Q) si, et seulement si, (fn) converge uniformément vers f sur tout compact.

DEVELOPPEMENT 3
Théoréme 72 (Montel). Soit A une partie de H(Q) que 'on munit de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact de Q2. Alors, on a équivalence entre :

1. A est bornée sur tout compact, ie pour tout compact K de §2, il existe une constante
M > 0 telle que pour tout f € A, || flloo,x < M.

2. A est relativernent compacte.

Application 73 : La topologie de la convergence uniforme sur tout compact de €2 de
H(S2) n’est pas normée.

Remarque 74 : Les fermés et bornés de H(Q2) sont bornés.
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