153 : Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’'un endomorphisme en dimension

finie. Applications.
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On fixe E un espace vectoriel de dimension n et v € L(E).

1 Polyndémes d’endomorphismes

1.1 Polyn6me minimal

Définition 1. On a un morphisme d’algébres ¥ : P € K[X] — P(u) € L(E) qui
envoie X Sur u.
Le noyau de U est appelé idéal annulateur de u, son image est noté Ku.

Remarque 2 : Comme FE est de dimension finie, ¥ n’est jamais injectif. En
dimension infinie, il est possible que u n’ait pas de polynéme annulateur.
De méme, ¥ n’est jamais surjectif, sauf si n < 1.

Définition 3. Le générateur unitaire de Ker(V), noté p.,, est appelé polynome mi-
nimal de u.

Proposition 4.
dim (K[u]) = deg(p)

Et la famille (14, u, ..., udeg(““)_l) est une base de K|u).

Remarque 5 : Soit A € M,(K), le polynome minimal de A est le polynome
minimal d’un endomorphisme que A représente.

Proposition 6. Deuz matrices semblables ont méme polynéme minimal.

01
0 0), alors les deux

Remarque 7 : La réciproque est fausse. On note A = (

. A A . .

matrices 0 8) et <0 21) ont pour polynéme minimal X2, mais ne sont pas
semblables.

Proposition 8. Soit I' un sous-espace stable par u, alors pu, , divise p,.

Proposition 9. Les racines de u, sont exactement les valeurs propres de u.

Corollaire 10. Si P est un polynéme annulateur de u, alors les valeurs propres de
u font partie des racines de P.

Application 11 : Si u est inversible, alors ! est un polynéme en w.

Théoréme 12. Soit L/ K une extension de corps et A € M, (K), alors le polynome

minimal de A dans L est le polynome minimal de A dans K.

1.2 Polynéme caractéristique
Définition 13. Le polynéme caractéristique de u est x,(X) = det(XId — u).

Remarque 14 : Le polynome caractéristique d’une matrice A est le polynome
caractéristique d’'un endomorphisme que A représente.

Exemple 15 :
e En dimension 2, on a y,(X) = X% — Tr(u)X + det(u).
e Si w est nilpotent, alors x, = X".

Proposition 16. Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
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Remarque 17 : La réciproque est fausse. L’exemple de la remarque 7 donne un

contre-exemple.

Proposition 18. p, et x, ont les mémes racines.

DEVELOPPEMENT 1
Lemme 19. Soit A € M, (K).
X4 (X) = Tr(Com(X 1, — A))

Théoréme 20. Soit A € M,(K), on pose By =
TI‘(Akal)
k

n et Bk = ABk_l —
I, alors

Tr(ABl)Xn72 _ _ TI‘(ABn_l)

xA(X) = X" — Tr(ABg) X" ! — 5
n

Remarque 21 : Cette méthode de calcul permet de calculer le polynéme carac-
téristique en O(n*).

Proposition 22. Soit I un sous-espace stable par u, alors X, divise X.

1.3 Sous-espaces stables

Théoréme 23 (Lemme des noyaux). Soit P = @Q1...Q, € K[X] avec Q; deux a
deux premiers entre eux, alors

Ker(P(u)) = @Ker(@i(u))

Application 24 : Soit (u,) une suite qui vérifie une relation de récurrence u,, =
A1 Up—1 + G2Up—2 + ... + Gply_p. L’équation 2P — TT L — ap = 0 est appelée
équation caractéristique de la récurrence. On note ry, ..., 74 ses solutions et o, ..., aq
leur ordre de multiplicité. Alors, il existe P, ..., P, € K[X] tel que

Up = Pi(n)ry + ...+ Py(n)ry
avec deg(P;) < o.

On a un résultat absolument similaire pour les équation différentielle linéaire ho-
mogenes a coefficients constants.

Définition 25. Soit A € Sp(u), on définit les sous-espaces propres et caractéris-
tiques associés a la valeur propre A par :

E,(\) =Ker(u—Md) et  E,(\) = | Ker((u—Md)")

neN

Proposition 26. On note my la multiplicité de A comme racine de x.,, alors
dim (E, (X)) < my

Proposition 27. Les sous-espaces propres et caractéristiques de u sont stables par
U,

n—1

Définition 28. Soit P = X" — Z ap X", alors sa matrice compagnon est Cp =

k=0
0 0 0 ao
1 0 0 aq
0 1 0 ag
0 0 1 an—1

Proposition 29. Soit P € K,,[X] unitaire, alors xc, = pc, = P.

Théoréme 30 (Cayley-Hamilton).

Xu(u) =0

Corollaire 31.

E= @ B

AESp(u)

2 Reéduction des endomorphismes

2.1 Diagonalisation

Définition 32. On dit que u est diagonalisable s’il existe une base dans laquelle la
matrice de u est diagonale.
Théoréme 33. On a équivalence entre :

1. u est diagonalisable.

2., est scindé a racines simples.
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3. u est annulé par un polyndme scindé a racines simples.
4. E= P Ker(u—Md).

AESP(u)
5. VA € Sp(u),my = dim (E,(\)).

Corollaire 34. Si u a n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Remarque 35 : La réciproque est bien str fausse :

propre.

I, n’a qu’une seule valeur

Application 36 : Dans F,, u est diagonalisable si, et seulement si, u? = u.

2.2 Trigonalisation

Définition 37. On dit que u est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle la
matrice de u est triangulaire.
Proposition 38. On a équivalence entre :

1. u est trigonalisable.

2. xu est scindé.

3. u est annulé par un polynéme scindé.
Corollaire 39. Si K est algébriquement clos, u est trigonalisable.

Proposition 40. L’ensemble des matrices diagonalisables (& valeurs propres dis-
tinctes) est dense dans M, (C).

Application 41 : u — pu, n’est pas continue.

Théoréme 42. Siu et v sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent,
alors elles sont diagonalisables dans une méme base.

2.3 Décomposition de Dunford
Théoréme 43. On suppose que X, est scindé, alors il existe un unique couple (d,n)
d’endomorphismes tels que

1. d est diagonalisable, n est nilpotente.

2. don=mnod.

3 u=d+n.

De plus, d et n sont des polyndomes en u.

DEVELOPPEMENT 2
Proposition 44. Si xz € L(FE), on note ad(z) : y € L(E) — [z,y]. Alors, on a
équivalence entre :

1. z est diagonalisable (resp. nilpotent).

2. ad(x) est diagonalisable (resp. nilpotent).

Théoréme 45. Soit A une sous-algébre de L(E) telle que le seul élément nilpotent
de A est 0, alors tous les éléments de A sont diagonalisables dans une méme base.

Définition 46. Soit A € M, (C), on définit exp(A) = Z %Ak.
keN
Proposition 47. Soit A, B € M,(C), on a
1. Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A4) exp(B).
2. exp(A) est un polynoéme en A.
3. exp(A) € GL,(C).

4. exp est continue sur M, (C).

Proposition 48. A est diagonalisable si, et seulement si, e est diagonalisable.

Exemple 49 : Pour calculer e, on peut procéder de la facon suivante :
1. Ecrire et factoriser y 4.
2. Ecrire une relation de Bézout entre les facteurs de y 4.
3. En déduire les projecteurs spectraux 7).

4. On en déduit que D = Z)\’R’)\.
A
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