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1 Le groupe Z/nZ
1.1 Construction et propriétés

Dé�nition 1. Soit n ⩾ 2, on dé�nit une relation d'équivalence sur Z en posant

a ≡ b mod (n) ⇐⇒ n|(a− b). Alors, l'ensemble Z/nZ est le quotient Z/ ≡.

Théorème 2 (Division euclidienne). Soit a, n ∈ Z, b ̸= 0, alors il existe un unique

couple (q, r) tel que

a = nq + r et 0 ⩽ r ⩽ n− 1

Corollaire 3. {0, 1, ..., n− 1} forme un système de représentants de Z/nZ.

Corollaire 4. L'addition est compatible avec la relation ≡ et donc induit une loi

de groupe sur Z/nZ.

Proposition 5. Z/nZ est cyclique, engendré par 1.

Théorème 6. Soit n ⩾ 2, tout groupe cyclique non trivial d'ordre n est isomorphe

à Z/nZ.

Remarque 7 : Parfois, pour insister sur la structure de groupe, on pourra préférer
l'utilisation du groupe cyclique Un = {z ∈ C, zn = 1}.

Corollaire 8. Tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

DEVELOPPEMENT 1

Application 9 : Soit p un nombre premier impair, n ⩾ 1 et q = pn. Alors,

SO2(Fq) ≃
{

Z/(q − 1)Z si − 1 n'est pas un carré dans F∗
q

Z/(q + 1)Z sinon

Proposition 10. Les sous-groupes de Z/nZ sont exactement les sous-groupes

d'ordre d engendré par
n

d
pour d divisant n.

1.2 Ordre et générateurs

Proposition 11. L'ordre de k dans Z/nZ est
n

pgcd(k, n)
.

Corollaire 12. k est un générateur de Z/nZ si, et seulement si, k ∧ n = 1.

Exemple 13 : Les générateurs de Z/4Z sont 1 et 3.

Dé�nition 14. On dé�nit l'indicatrice d'Euler par φ(n) =
Card

(
{k ∈ J1, nK, k ∧ n = 1}

)
.

Proposition 15. Soit p un nombre premier et n ⩾ 1, alors

φ(pn) = pn−1(p− 1)

Proposition 16.

n =
∑
d|n

φ(d)

Corollaire 17. Soit K un corps, alors tout sous-groupe �ni de K∗ est cyclique.

2 L'anneau Z/nZ
2.1 Généralités

Proposition 18. La multiplication sur Z est compatible avec la relation de

congruence, donc elle induit sur Z/nZ une structure d'anneaux.
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2.2 Le corps Fp 3 QUELQUES APPLICATIONS

Remarque 19 : nZ est un idéal de Z. La dé�nition précédente de Z/nZ coincide
avec le quotient de Z par l'idéal nZ.

Proposition 20 (Relation de Bézout). Soit a, b deux entiers. Alors, a et b sont

premiers entre si, et seulement s'il existe u, v ∈ Z tels que au+ bv = 1.

Corollaire 21. k ∈ Z/nZ est inversible si, et seulement si, k ∧ n = 1.

Remarque 22 : φ(n) est donc aussi le nombre d'inversibles de Z/nZ : autrement
dit, c'est l'ordre du groupe (Z/nZ)×.

Corollaire 23 (Petit théorème de Fermat). Si a ∧ n = 1, alors

aφ(n) = 1 mod (n)

En particulier, si p est premier et a n'est pas multiple de p, alors

ap−1 = 1 mod (p)

Théorème 24 (Restes chinois). Soit a, b ⩾ 2 deux entiers premiers entre eux, alors

le morphisme d'anneaux

Z/abZ −→ (Z/aZ)× (Z/bZ)

est un isomorphisme.

En particulier, on a

(Z/abZ)× ≃ (Z/aZ)× × (Z/bZ)×

Corollaire 25. Si a et b sont premiers entre eux, on a

φ(ab) = φ(a)φ(b)

En particulier, si n =

m∏
i=1

pαi
i est la décomposition en facteurs premiers de n, alors

φ(n) =

m∏
i=1

pαi−1
i (pi − 1) = n

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)

2.2 Le corps Fp

Proposition 26. Z/nZ est un corps si, et seulement si n est premier. Dans ce cas,

on notera Fp le corps Z/pZ.

Proposition 27. (Z/pZ)× est un groupe cyclique d'ordre p− 1.

Application 28 : p est premier si, et seulement si, (p− 1)! = −1 mod (p).

2.3 Automorphisme et groupe multiplicatif

Proposition 29.

Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)×

DEVELOPPEMENT 2

Lemme 30. Si p ⩾ 3 est premier et k ⩾ 1, alors

(1 + p)p
k

= 1 + λpk+1

où λ ∧ p = 1.

Théorème 31. Soit p ⩾ 3 premier et k ⩾ 1, alors

(Z/pkZ)× ≃ Z
/(

pk−1(p− 1)
)
Z

Lemme 32. Soit k ⩾ 1, alors

52
k

= 1 + λ2k+2

avec k impair.

Théorème 33. Soit k ⩾ 3, alors

(Z/2kZ)× ≃ Z/2Z× Z/2k−2Z

De plus, on a

(Z/2Z)× = 1 et (Z/4Z)× ≃ Z/2Z

Corollaire 34. On en déduit en particulier que Aut(Z/nZ) est cyclique si, et seule-
ment si, n ∈

{
2, 4, pk, 2pk

}
avec p premier impair et k ⩾ 1.

3 Quelques applications

3.1 Groupes abéliens

Dé�nition 35. Soit G un groupe abélien, un caractère de G est un morphisme de

groupes χ : G −→ C×. Le groupe des caractères de G est le dual de G, noté Ĝ.

Proposition 36.

Ẑ/nZ ≃ Z/nZ
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3.2 Arithmétique 3 QUELQUES APPLICATIONS

Lemme 37. Soit G un groupe abélien �ni et H un sous-groupe de G, alors le

morphisme de groupes

ρH : χ ∈ Ĝ 7−→ χ|H ∈ Ĥ

est surjectif.

Théorème 38 (Structure des groupes abéliens �nis). Soit G un groupe abélien �ni,

alors il existe d1, ..., dr ⩾ 1 tels que d1|...|dr et

G ≃ Z/d1Z× ...× Z/drZ

De plus, la suite (d1, ..., dr) est unique et ne dépend que de la classe d'isomorphisme

de G appelée invariants de G.

Exemple 39 : Un groupe d'ordre p2 est toujours abélien et isomorphe à Z/p2Z
ou à (Z/pZ)2.

Corollaire 40. Si G est un groupe abélien �ni, alors G ≃ Ĝ.

Remarque 41 : Si G n'est pas abélien, alors le résultat précédent n'est plus
nécessairement vrai, par exemple les seuls morphismes Sn −→ C∗ sont l'identité et
la signature. (Il faut en fait changer la dé�nition de Ĝ pour un groupe non abélien).

3.2 Arithmétique

Dé�nition 42 (Chi�rement RSA). Soit p et q deux nombres premiers distincts et

n = pq. Soit c et d tels que cd = 1 mod
(
φ(n)

)
. Le couple (n, c) est la clé publique et

d la clé secrète. La fonction g : t ∈ Z/nZ 7−→ tc est appelée fonction de chi�rement

et la fonction f : t ∈ Z/nZ 7−→ td est appelée fonction clé de déchi�rement.

Théorème 43. Soit (n, c) une clé publique et d la clé secrète. Alors,

f ◦ g = IdZ/nZ

Interprétation 44 : Il est di�cile de calculer d en ne connaissant que la clé
publique (n, c). La méthode naïve consiste à factoriser n pour trouver p et q, ce qui
est particulièrement di�cile aujourd'hui avec p et q qui ont 150 chi�res.
Le chi�rement est public, aux yeux de tous, mais le déchi�rement n'est accessible
qu'à la personne qui dispose de la clé de déchi�rement.

Dé�nition 45. Un nombre de Carmichael est un entier n qui n'est pas premier

mais tel que an−1 = mod (n) pour tout entier a.

Remarque 46 : Les nombres de Carmichael sont les nombres qui passent à travers
le critère de primalité qu'on pourrait imaginer du petit théorème de Fermat.

Théorème 47. Un entier n est un nombre de Carmichael si, et seulement s'il existe

des nombres premiers distincts p1, ..., pk tels que n = p1...pk tel que ∀i, pi − 1|n− 1.

Corollaire 48. Un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.

Exemple 49 : Le plus petit nombre de Carmichael est 561 = 3× 11× 17.
On sait aussi (mais je ne sais pas le démontrer) qu'il existe une in�nité de nombres
de Carmichael.

3.3 Critère d'irréductibilité de polynômes

Théorème 50 (Critère d'Eisenstein). Soit P (X) = anX
n + ... + a0 ∈ Q[X]. On

suppose qu'il existe un nombre premier p tel que

• p divise tous les ai avec i ⩽ n− 1.
• p ne divise pas an.
• p2 ne divise pas a0.

Alors, P est irréductible dans Q[X].

Exemple 51 : Soit p un nombre premier, alors Φp(X) = Xp−1 + ...+X + 1 est
irréductible dans Q[X].

Théorème 52. Soit P = anX
n + ... + a0 ∈ Z[X] et p un nombre premier tel que

an ̸= 0 mod (p). Si P est irréductible dans Fp, alors P est irréductible sur Q.

Application 53 : Xp −X − 1 est irréductible sur Z.

Remarque 54 : La réciproque est fausse : X4 + 1 est irréductible sur Z, mais
réductible dans tous les Fp.
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