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1 Reégularité des intégrales a4 paramétres

On se donne (X, A, 1) un espace mesuré, I un intervalle de R, et £ un ouvert connexe
de C.

1.1 Continuité

Théoréme 1. (Théoréeme de convergence dominée)
On considere un espace mesuré (X, A, u) et une suite de fonctions (fn)n>0 mesura-
bles a valeurs complexes. On suppose qu’il existe une fonction f: X — C telle que :

1. Pour presque tout x € X, fn(z)— f(x).

2. 1l existe g € LY (u) positive telle que Vn €N Vx € X, |fu(z)] < g(x).

Alors f est intégrable on a
/ fn(t)dt — / ft)dt et méme lim / | frn— fldp=0.
X n—oo [x n—+oo J X

On en déduit le théoréme suivant sur la continuité des intégrales & paramétres.

Application 2. (Continuité sous 'intégrale)
On considére Y un espace métrique et f: X X Y — C une application telle que :

1. Pour tout y €Y, z+— f(z,y) est mesurable.
2. Pour presque tout z € X, y— f(z, y) est continue.

3. Tl existe g € L'(u) positive telle que Vy €Y Vo€ X |f(z,y)| < g(x)

Alors I'application F' définie sur Y par F(y)= / f(x,y) dx est continue.
Jx

Remarque 3.

Pour que F soit continue en un point yg € Y, il suffit que les hypothéses du théoréme
solent vérifiées en remplagant Y par un compact K CY contenant yo. En effet, la conti-
nuité (comme la dérivabilité, que nous abordons par la suite) est une notion locale.

C’est pourquoi, si Y est un espace métrique localement compact (c’est-a-dire tel que
tout point admette un voisinnage ouvert de fermeture compacte), on peut utiliser ce
théoréme sur tout compact de Y, ce qui donne souvent une hypothése de domination plus
simplement. On en déduit la continuité sur Y tout entier.

oo
Exemple 4. La fonction I, définie par I'(z) :/ t*~le~tdt sur )0, +oo|, est continue

sur |0, 4o00[. 0

Exemple 5.

R R R oo
L’application f{ +X B =

., est continue, mais F': z+—
(2,1) ot |

— e Jo
pas continue en zéro. De fait, R4 n’est pas localement compact donc la remarque 3 ne
s’applique pas, et on n’a pas d’hypothése de domination globale pour la fonction f.

f(z,t)dt n’est

1.2 Dérivabilité

Théoréme 6. (Dérviation sous l'intégrale)

o XxI — C
SOth:{(t,FL‘) — f(t,x)

e Pour tout x €1, t— f(t,x) est intégrable sur X.

une fonction vérifiant

e Pour presque tout t € X, x> f(t,z) est dérivable sur I.



o Il eziste g€ L'(p) telle que
teX.

(—) z,t)| < g(t) pour tout x €I et pour presque tout
o g
ox

Alors la fonction F: x+— / f(t,z)du(t) est dérivable sur I et on a
Jx
i)
Fla)= [ = f(z .
@ = [ 2 1t dutt)

Remarque 7. La remarque 3 s’applique également & ce théoréme. En particulier, elle
s’applique dés que I est un intervalle ouvert de R, puisque tout intervalle ouvert de R est
localement compact.

11 faut toutefois faire attention & ce que la fonction obtenue aprés domination soit bien
intégrable, comme le montre I’exemple suivant.

RxRy — R

(z,1) — gZetlel”
La fonction x s f(x,t) est de classe C' sur R et vérifie 17/(1 H=(2—t|z|)zetI®l

Exemple 8. On considére 'application f: {

Pour un compact K contenant zéro et M = max|z|, on a’

zeK
%(m. t)‘ <2Me®+tMe® = (2+t) M ¢ L*([0, +ool).

On ne peut pas trouver d’hypothése de domination convenable en zéro. On montre en
00

fait que F:z+— f(x,t)dt n’est pas dérivable en zéro car on a F(z)=|z|.

JO

Remarque 9. En prenant (X, A, u) = (N, P(N), m) ot m est la mesure de comptage,

on retrouve le théoréme de dérivation des séries de fonctions normalement convergentes.

+oo kb
Exemple 10. La fonction z — exp(z) = % est de classe C! sur R.
k=0
Théoréme 11. (Dérviation k fois sous l'intégrale)
. XxI — C
Soit f:
it {0 o fw

e Pourtoutx €1, t— f(t,z) est intégrable sur X.

une fonction vérifiant

e  Pour presque tout t € X, x+ f(t,z) est de classe C* sur I.

e Pour tout j € [1,k], il existe g; € L*(11) telle que

57

% f(:rt)' <g(t) pour tout x €I
i

et pour presque toutt € X.

Alors la fonction F: x— / f(t,z)du(t) est de classe CF sur I et on a, pour tout j <k :
Jx

FO)(z) = /X% Fa,t) du(t).

SECTION 2

+oo
Exemple 12. La fonction I': 2 ._>/ t*~Le~tdt est de classe C* sur |0, +oo[.
0

Exemple 13. Une série entiére est de classe C*° sur son disque de convergence.

1.3 Holomorphie

Théoréme 14. (Holomorphie sous l'intégrale)

. XxQ — C
S”“f:{(t,a — (2

e Pour tout z€Q), t— f(t,z) est intégrable sur X.

une fonction vérifiant

e  Pour presque tout t € I, z+ f(t,z) est holomorphe sur ).

o Il existe g€ LY(X) telle que
teX.

F)L)z f(z, t)' < g(t) pour tout z € Q et pour presque tout

Alors la fonction F: Z»—>/ f(t,z)du(t) est holomorphe sur Q et on a
X

VneN f(")(z):/x% £z, ) du(b).

Développement 1 :

Théoréme 15. La fonction I est holomorphe sur le demi-plan de Poincaré Qo= {Re > 0}.

Elle se prolonge en une fonction holomorphe sans zéros sur C\Z~, et T est une fonction
entiére vérifiant la formule d’Euler
z(z4+1)---(z+n)

nZ - n!

VzeC L = lim

F(z) n— 400

Remarque 16. Dans le cas des intégrales semi-convergentes, on se raméne souvent via
une intégration par parties & une situation ot on peut utiliser ces théorémes.

2 Convolution et régularisation

2.1 Définitions et propriétés
On se donne d > 1, p, q € [1,+0o0] tels que %Jr 1_ 1 (on dit qu’ils sont des exposants

conjugués). Dans la suite, on note plus simplement L™ = L"(R%, \) pour 7 € [1, +00].



CONVOLUTION ET REGULARISATION

On rappelle le théoréme suivant, que ’on admet ici.

Théoréme 17. (Admis)
L’ensemble des fonctions continues a support compact Cc(]Rd) est dense dans LP.

Définition 18. Soit a € R®. On appelle translatée de a de la fonction f la fonction 1, f
définie par Tof (x) = f(z —a) pour x € R%.

Proposition 19. Si 1< p < 400, alors pour tout f € LP, Uapplication a v 74 f est
uniformément continue.

Définition 20. Soit f € LP et g € LY. On appelle produit de convolution de f et g la
fonction fx g définie sur R par

(Fra)@):= [ fe=v) gtu)dy.

Proposition 21. L’application = est bien définie sur LP x L9. C’est une forme bilinéaire
symétrique, et elle vérifie de plus

V(f,g)€LPx LT Supp(f*g)C Supp(f)+ Supp(g)-

Proposition 22. Pour f € LP et g € L9, la fonction f* g est uniformément continue,
bornée et vérifie

£ *glloc <1 fllp-llglla-

Théoréme 23. (Inégalité de Young)
Soient p, g € [1,+00] tels que %—f— é >1, feLP etge L9. Alors on peut encore définir

l—l—l, ona fxgeL” et
P q

7+ glle < 1Fllp 1f llg-

f*g et st l'on pose L.
T

Proposition 24. (Régularisation par convolution)
On suppose ici d=1. Soit f € L? de classe C* sur un intervalle I CR, et g€ L9. Alors
f g est de classe C* sur I.

2.2 Approximations de ’unité sur R¢ et bons noyaux sur T

Définition 25. On dit qu'une suite de fonctions (Kp)nenN intégrables sur R est une
approzimation de l'unité lorsqu’elle vérifie :

1. VneN / Ky(z)dz=1,
Rd

2. sup/ | Kn(x)| doe < oo,
neN JR?

3. V6>0 lim

|Kp(z)| dz=0.
n—+00./§ < 2| <+oo

Exemple 26. La suite (K,), >0 définie par K,(z)=/ne nre?

de 'unité.

est une approximation

Exemple 27. Soit ¢ € L' d’intégrale 1. La suite (¢n)n >0 définie par ¢, (z) =n%p(nz)
est une approximation de 'unité.

Proposition 28. Soit p€[1,+oo| et (Kp)nen une approrimation de l'unité. Si f € LP,
alors pour tout n € N, fx* ¢, € LP et on a

lim || f*én—fllp = 0.
n——+oo

Application 29. L’espace D(]Rd) des fonctions C* a support compact sur R? est dense
dans LP(R%).

On se place sur T=1R/27Z. La définition 25 est encore valable en remplagant R? par
T et en prenant pour mesure d A= 217 dA, ou A désigne la mesure de Lebesgue restreinte
a T. On appelle alors « bon noyau » une approximation de 'unité sur T, et on obtient
un théoréme similaire & la proposition 28.

Théoréme 30. Soit (Ky,)nen un bon noyau et f € L°('T).
x de f, on a

Pour tout point de continuité
lim (f*Ky,)(z)=f(x).
n— —+o00

Si de plus f est continue partout sur T, alors la limite est uniforme.

Définition 31. On appelle noyau de Dirichlet et noyau de Féjer les suites de fonctions
respectives (Dn)n>1 et (FN)n>1 définies sur T par :

N N —1
, - ) 1 -

VN >1 Dp(z) 2 e’ et Fn(x) ~ 2 Dy ().
n N " n=0

Théoréme 32. (Théoréme de Féjer)

. - l sin?(Nz /2
Pour tout x € T non nul, on a Fn(z) == ———=*»
N sin?(z/2)

et le noyau de Féjer est un
bon noyau.
Cela signifie en particulier, que pour une fonction f € Co(T), la somme partielle de ses
N
coefficients de Fourier Sn(f) définie sur T par Sn(f)(t) 2: /(n) et = (f*Dn)(t)
N

n
converge au sens de Césaro, uniformément vers f.



3 Transformée de Fourier et applications

3.1 Transformée de Fourier sur L}(IR) et sur S(R)
Définition 33. On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R) par

2 oo pp—
VéEeER ,/‘(5)1:/ flx)e 2T*8 dg.

J —oo

On utilise la notation f(x) — f(§) pour signifier que [ désigne la transformée de Fourier

de f.
Proposition 34. Soit f€ L1(R), h€R et §>0. On a
o [flz+h)— f(§ e,
o J@e T et h),
o f(x)—671f(671).
Supposons de plus que f est dérivable et que f' € L'(R). On a alors

o fl(z)—2imf(§),

d 3
A

Définition 35. On appelle espace de Schwartz sur R l’espace

o —2imxf(r)—

S(IR)::{/'GCX’(IR, ©) : V(k,£) EN?  sup|z|®|fO(x)| < x}

z€R
Exemple 36. La fonction z — e~  est un élément de S(RR).
Proposition 37. Si f € S(R), alors f € S(R).

Exemple 38. Si f(z) =e~ %’ alors f(ﬁ) = f(&) pour tout £ € R.

Proposition 39. On reprend l’approzimation de l'unité (Ky),>q définie par K(x)=
ﬁ(i""m':. Alors pour tout n € N, K, € S(R). On a de plus :

V/GS(IR) HV/A*I(?L* /H% . 7 0.

— 400

Corollaire 40. (Formule d’inversion de Fourier)

Si feS(R), alors
- to00

flz) = fg)e*meede.

J —oo

En particulier, F: f+ [ est une bijection sur l’espace de Schwartz.

SECTION 3

Corollaire 41.
La transformée de Fourier est injective sur L'.

On donne une application de ce résultat a la théorie des bases hilbertiennes.

Définition 42. Soit I un intervalle de R. On appelle fonction de poids sur I une
application p: I — IR mesurable, strictement positive, telle que :

vYneN /|a:|"’p(a:) dr < oo
I

On note L?(I, p) espace des fonctions intégrales sur I par rapport & la mesure dont la
densité est p par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 43. LZ(I , p) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
(20 = [1@)3(@) pla) da

Proposition 44. Il existe une unique famille (P,)nen de polynémes unitaires, orthogo-
naux deux & deux pour (.,.),, tels que deg(P,) =n. Elle s’appelle la famille de polynomes
orthogonauz associée a la fonction poids p.

Développement 2 :

Théoréme 45. Soit | un intervalle de R et p une fonction de poids sur I. On suppose de plus
qu'il existe o> 0 tel que :

/eo‘lx‘ p(x)dx < oo
!

Alors la famille (Pp)nen de polynémes orthogonaux associée a p forme une base hilbertienne
de L2(1, p).

3.2 Application en probabilités

Définition 46. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P).
On définit la fonction de répartition Fx de X par Fx(t) =P(X <t) pour te R et la
fonction caractéristique px de X par ¢x(t) = E[e"*X].

Théoréme 47. (Théoreme et définition, Paul Levy)
Soit (Xn)nenN une suite de variables aléatoires sur (2, A, P).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

. Ona lim Fx, (t)=Fx(t) en tout pointt ot Fx est continue.
n——+oo
%. On a lim

n— —+4oo
bornée.

/ o(X,) dP :/ ¢(X) dP pour toute fonction ¢: R — R continue
Q Q



TRANSFORMEE DE FOURIER ET APPLICATIONS

wi. Ona lim @x, (t) =@x(t) pour tout t € R.

n— —+oo
w. Il existe un espace probabilisé (', A’,P’) sur lequel sont définies une variable
aléatoire X' et une suite de variables aléatoires (X})nen telles que X et X' soient
de méme loi, X,, et X}, soient de méme loi pour tout n € N, et la suite (X}))neN
converge P’ -presque-sirement vers X'.

L
On dit alors que la suite (X,,)neN converge en loi vers X, et on note X,, —:L X.
n— o0

Proposition 48. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P)
suivant une loi normale centrée réduite. Alors la fonction caractéristique px de X vérifie
tZ
VieER ox(t)=e 2.

Développement 3

Théoréme 49. (Théoréme central limite)

Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et (Xn)neN une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées, définies sur (Q,.A,P). On suppose que Xo € L*(Q, A, P)
et on note o®=Var(Xo) et p=IE[Xo]. On suppose de plus que 52> 0.

Par hypothése, on a donc X, € L*(Q, A, P), Var(X,) =02 et E[X,] = ppour tout n € N.

On note également S, = X1+ -+ + X, pour tout n > 1.

On a alors la convergence en loi

Sph—np L 2
T aie MO
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