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Leçon 214. Théorème d'inversion locale, théorème
des fonctions implicites. Exemples et applications

en analyse et en géométrie.

Devs :
� Lemme de Morse
� Théorème des extréma liés par la géométrie différentielle
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� Rouvière, Petit guide du calcul différentiel
� Avez, Calcul différentiel
� Gourdon, Analyse

� Zavidovique, Un max de maths

� Objectif Agrégation
On se donne n2N et U un ouvert de Rn.

1 Théorème d'inversion locale

1.1 Théorème et premiers exemples
Théorème 1. (Théorème d'inversion locale).

Soit a2U, et f :U!Rn une application de classe C1. On suppose que detDf (a)=/ 0.
Alors il existe un ouvert V �U contenant a et un ouvert W contenant f(a) tels que f jV

jW

soit un C1-difféomorphisme.

Exemple 2. L'application f :R2!R2 définie par f(x; y)=(s; p)=(x+ y; xy) est un C1-
difféomorphisme de fx> yg vers fs2¡ 4p> 0g.

Théorème 3. (Théorème d'inversion globale).
Soit U un ouvert de Rn et f :U!Rn de classe C1. On suppose que f est injective sur

U et que pour tout x2U, la matrice jacobienne Df (x) est inversible. Alors f(U) est un
ouvert de Rn et f est un C1-difféomorphisme de U vers f(U).

Exemple 4. Soit f :Rn!Rn une fonction de classe C1 telle que '= f ¡ IdRn est k-
contractante (avec 0<k< 1). Alors f est un C1-difféomorphisme global de Rn vers Rn.

Exemple 5. Soit f :U!R2 avec U =R2nf(0; 0)g définie par f(x; y) = (x2¡ y2; 2xy):
Alors f est un C1-difféomorphisme local au voisinnage de tout points mais ce n'est pas
un C1-difféomorphisme global.

Exemple 6. Soit f : x 7! x+x2 sin
�
�

x

�
si x=/ 0; f(0)= 0. Alors f est dérivable sur R,

f 0(0)=/ 0 mais f n'est inversible sur aucun voisinnage de zéro.

1.2 Applications en algèbre linéaire

Définition 7. Soit V un ouvert de Rn. On appelle changement de coordonnées sur V la
donnée de n fonctions f1; : : : ; fn:V !R telles que l'application x=(x1; : : : ; xn) 7! f(x)=
(f1(x1; : : : ; xn); : : : ; fn(x1; : : : ; xn))= (u1; : : : ; un) soit un C1 difféomorphisme de V sur un
ouvert W de Rn.

Exemple 8. Les relations ui=
P
1�j�n aij xj définissent un changement linéaire de

coordonnées sur Rn si (aij) est une matrice inversible.

Exemple 9. L'application (x; y) 7!
�

x2+ y2
p

;arctan
�
y

x

��
=(r; �) donne le passage en

coordonnées polaires sur le demi-plan ouvert fx2R2 : x> 0g.

Théorème 10. (Théorème du changement de coordonnées).
Soit f1;:::; fn des fonctions numériques de classe C1 au voisinnage d'un point a2Rn.

Les relations
u1= f1(x1; : : : ; xn); : : : ; un= fn(x1; : : : ; xn)

définissent un changement de coordonénes sur un voisinnage de a si et seulement si le
déterminant jacobien det(@fi/@xj)(a) n'est pas nul, c'est-à-dire si les différentielles
Df1(a); : : : ;Dfn(a) sont des formes linéaires indépendantes sur Rn.

Remarque 11. Ce théorème est simplement une reformulation du théorème d'inversion
locale.

Corollaire 12. Soit f1; : : : ; fp des fonctions numériques de classe C1 au voisinnage d'un
point a2Rn. On peut les compléter par des fonctions fp+1; : : : ; fn en un changement de
coordonnées au voisinnage de a sur Rn si et seulement si les différentielles Df1(a); : : : ;
Dfp(a) sont des formes linéaires indépendantes sur Rn.

Proposition 13. L'application exp est différentiable au point 02C[A] et D (exp)(0)=
IdMn(C)2GL(Mn(C)). Elle induit un C1-difféomorphisme entre un voisinnage de 0 et
un voisinnage de In dans GLn(C).

Théorème 14. Pour tout A2Mn(C), on a exp(C[A]) =C[A]�.

Corollaire 15. L'exponentielle de matrices exp:Mn(C)!GLn(C) est surjective.

Corollaire 16. L'exponentielle de matrices exp:Mn(R)!GLn(R) a pour image fM2

: M 2GLn(R)g.

Proposition 17. (Racine kème d'une matrice).
Soit k2N� et A2Mn(R). Si A est suffisament proche de In, alors A est une racine

kème, c'est-à-dire qu'il existe B 2Mn(R) telle que Bk=A.
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1.3 Applications en calcul différentiel
Développement 1 :

Lemme 18. (Réduction différentiable des formes quadratiques)
Soit A0 2 Sn(R) \ GLn(R). Alors il existe un voisinnage V de A0 et une application 	:

V !GLn(R) de classe C1 tels que

8A 2V A=	(A)T A0	(A):

Théorème 19. (Lemme de Morse)
Soit f :U!R une fonction de classe C3. On suppose que 0 est un point critique quadratique

non dégénéré de f, c'est-à-dire que D f (0) = 0 et que la forme quadratique hessienne D f 2(0)
est non d égénérée, de signature (p ; n¡ p).

Alors il existe deux voisinnages V et W de l'origine et un C1-difféomorphisme ':V !W tel
que '(0)= 0, et en notant u =(u1; : : : ; un) :='(x ) pour x 2U, on a : 1

f (x )¡ f (0) = u1
2+ � � �+ up

2 ¡ up+1
2 ¡ � � � ¡ un

2:

2 Théorème des fonctions implicites

On se donne p2N.

2.1 Théorème et premiers exemples

Théorème 20. Soit U un ouvert de Rn �Rp, (a; b) 2 U et f : (x; y) 7! f(x; y) une
application de classe C1 de U dans Rp. On suppose que f(a; b) = 0 et que la matrice
jacobienne Dy f(a; b), formée des dérivées partielles par rapport à y, est inversible, i.e.
DetDy f(a; b)=/ 0.

Alors l'équation f(x; y)=0 peut être résolue localement par rapport aux variables y :
il existe V un voisinnage de a dans Rn et W voisinnage de b dans Rp avec V �W �U,
et une application ':V !W, de classe C1 unique telle que

(x2V ; y 2W et f(x; y) = 0) =) (x2 V et y= '(x)):

De plus, Dy f(x; y) est inversible et pour tout (x; y)2V �W, ce qui permet le calcul de
D'(x).

Exemple 21. On considère l'équation x2+ y2¡ 1= 0. On a fy
0(x; y) = 2y. En prenant

(0; 1) ou (0;¡1) pour point de départ, l'équation définit deux fonctions implicites '1 et
'2, avec

V1= ]¡1; 1[; W1=]0;+1[; y= '1(x) = 1¡x2
p

;

V2= ]¡1; 1[; W2= ]¡1; 0[; y= '2(x)=¡ 1¡x2
p

:

Remarque 22. Le théorème reste valide en remplaçant C1 par Ck, ou en remplaçant R
par C et C1 par holomorphe.

Remarque 23. Le théorème d'inversion locale et le théorème des fonctions implicites
sont en fait équivalents.

2.2 Quelques applications

Proposition 24. Soit P0 2Rn[X] et x0 une racine simple de P0. Alors il existe une
application ' de classe C1 définie sur un voisinnage U de P0 dans Rn[X] à valeurs dans
un voisinnage V de x0 dans R telle que

8P 2U 8x2V x= '(P )()P (x) = 0:

Autrement dit, la racine dépend localement du polynôme de manière C1.

Application 25. L'ensemble des polynômes de Rn[X] scindés à racines simples est un
ouvert de Rn[X].

Théorème 26. (Equation de Burgers).
Soit a; f :R!R de classe C1. L'équation aux dérivées partielles de Burgers

a(u)
@u
@x

+
@u
@y

=0 avec u(x; 0)= f(x)

admet pour solution la fonction u définie par u(x; y)= 1¡x
1¡ y

sur l'ouvert fx2R : y<1g.

3 Sous-variétés, espace tangent, et extrema liés

3.1 Sous-variétés de Rn

Définition 27. Soit n2N�. On dit qu'une partie M �Rn est une sous-variété de Rn

de dimension m en un point x0 2M il existe un voisinnage ouvert U de x0 et un C1-
difféomorphisme ':U!'(U)�Rn vérifiant '(x0)=0 et '(U \M)='(U)\ (Rm�f0g).

Proposition 28. (Définition implicite).
On suppose qu'il existe '1; : : : ; 'n¡m différentiables sur un ouvert U contenant x0,

à valeurs réelles, telles que '1(x0) = � � � = 'n¡m(x0) = 0 et que les formes linéaires
(D'i(x0))0�i�n¡m sont linéairement indépendantes.

Alors l'ensembleM = fx2U : '1(x)= � � �= 'n¡m(x)=0g est une sous-variété en x0
de dimension m.

Proposition 29. (Définition en tant que graphe).
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Soit M �Rn: On suppose qu'il existe un ouvert U �Rn voisinnage de x0, un voi-
sinnage U 0 de ((x0)1; : : : ; (x0)m) dans Rm et n¡m fonctions gi:U 0!R de classe C1
telles que (à permutation éventuelle des xi près) on ait x2M \U() (x1; : : : ; xm)2U 0
et xm+1= g1(x1; : : : ; xm); : : : ; xn= gn¡m(x1; : : : ; xm):

Alors M est une sous-variété en x0 de dimension m.

Proposition 30. (Définition paramétrique).
Soit M �Rn. On suppose qu'il existe un voisinnage U de x0 dans Rn, un voisinnage


 de 0 dans Rm et n fonctions 'i: 
!R de classe C1 telles que l'application

':u=(u1; : : : um) 7! x=('1(u); : : : ; 'n(u))

soit un homéomorphisme de 
 M \U, avec x0= '(0), et que D'(0) soit injective.
Alors M est une sous-variété en x0 de dimension m.

3.2 Espace tangent

Définition 31. Soit M �Rn une sous-variété et x02M. On appelle espace tangent en
x0 à M l'ensemble :

Tx0(M) = fv 2Rn : 9I 2I 9
 2D1(I ;M); 
(0)=x0 et 
 0(0)= vg

Où l'on a noté I l'ensemble des intervalles ouverts contenant 0, etD1(I ;M) est l'ensemble
des applications différentiables de I vers M, pour I 2I.

Proposition 32. Tx0(M) est un sous-espace vectoriel de Rn, de même dimension queM.

Théorème 33. Soit '1; : : : ; 'n¡m différentiables sur un ouvert U de Rn contenant x0,
que '1(x0) = � � � = 'n¡m(x0) = 0 tel que les formes linéaires (D'i(x0))0�i�n¡m sont
linéairement indépendantes.

On noteM=fx2U : '1(x)= ���='n¡m(x)=0g la sous-variété associée. Alors on a :

Tx0(M)=
\
i=1

n¡m
Ker (D'i(x0))

3.3 Théorème des extrema liés. Applications.

Lemme 34. Soit v; u1; : : : ; uk des formes linéaires sur Rn. Supposons que u1; : : : ; uk
sont linéairement indépendantes, et que

T
i=1
k Ker(ui)�Ker(v). Alors il existe �1; : : : ;

�k2R tels que v=
P

i=1
k �iui.

Développement 2 :

Théorème 35. Théorème des extrema liés
Soit f ; g1; : : : ; gk :U �Rn!Rn des applications de classe C1, et M =fx 2U : g1(x )= � � �=

gk(x) = 0g. On suppose que fjM admet un extremum local en m 2 M, et que la famille
(Dgi(m))0�i�k est libre. Alors il existe �1; : : : ; �k 2R tels que :

D f (m) =
X
i=1

k

�iDgi(m)

Exemple 36. (Inégalité arithmético-géométrique).

On a 8(x1; : : : ; xn)2R+
n ,

 Y
i=1

n

xi

!1/n
� 1

n

X
i=1

n

xi:

Théorème 37. On considère le produit scalaire h:; :i usuel sur Rn. Soit x1; :: : ; xn2Rn,
on a alors l'inégalité :

jdet(x1; : : : ; xn)j � kx1k � � � kxnk

Avec égalité si et seulement si les (xi)1�i�n forment une base orthogonale de E.

4 Annexe

Faire les dessins pour le TIL, le TFI, et pour le plan tangent.

Annexe 3
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