
P. Maurer
ENS Rennes

Leçon 207 : Prolongement de fonctions. Exemples
et applications
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� Densité des polynômes orthogonaux
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1 Prolongement des fonctions réelles

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R.

1.1 Prolongement par continuité

Définition 1. Soit a2I et f :I nfag!R une fonction continue sur I nfag. Si lim
x!a

f(x)=

�2R, on dit que f est prolongeable par continuit en a, et son prolongement est défini par :

f~:

8<: I ! R

x 7!
�
f(x) si x=/ a
� si x= a

On identifie généralement f avec son prolongement f~.

Exemple 2. La fonction f :x 7! sin(x)
x

définie sur R� est prolongeable par continuité en
zéro.

1.2 Prolongement Ck

Définition 3. Soit k 2N[ f1g. On dit que f admet un prolongement de classe Ck en
a si il existe g: I!R de classe Ck tel que gjInfag= f.

Proposition 4. Soit a2R, k 2N et f une fonction de classe Ck sur I nfag.
Si pour tout i2 J0; kK, f(i) admet une limite finie `i en a, alors f se prolonge en une

fonction de classe Ck sur I et on a pour tout i2 J0; kK, f(i)(a)= `i.

Exemple 5. La fonction f :x 7!x sin
�
1

x

�
admet un prolongement de classe C0, mais pas

de classe C1.

Exemple 6. La fonction définie par '(x)=

8<: 0 si x� 0

e
¡1
x si x> 0

admet un prolongement C1 en

zéro.

Proposition 7. Il existe une application  2C1(R) vérifiant 0�  � 1, I]¡1;0]=0, et
I[1;+1[=1.

Corollaire 8. (fonctions plateau) Soit 
�Rd un ouvert, et K�
 un compact. Il existe
une application '2C1(Rd;R) de support inclu dans 
 telle que 0� '� 1 et '=1 sur
un voisinnage de K.

2 Prolongement par densité

Théorème 9. Soit (E;d) et (F ;d 0) deux espaces métriques, où l'on supose que (F ;d 0) est
complet. SoitH�E une partie dense et f :H!F une application uniformément continue.

Alors f admet un unique prolongement continu à E, et de plus, ce prolongement est
uniformément continu.

On donne trois applications de ce théorème :

2.1 Intégrale de Riemann

Exemple 10. Soit a� b des réels. On note E(a; b) l'ensemble des fonctions en escalier
sur [a; b]. On définit sur [a; b] l'intégrale de Riemann d'une fonction f 2E(a; b) par :

I[a;b](f) :=
Z
a

b

f(x) dx :=
X
k=0

n¡1
(xi+1¡xi) ci

Où �=(xi)0�i�n est une subdisivision adaptée à f et ci est la valeur de f sur l'intervalle
]xi; xi+1[.

L'application f 7!I[a;b](f) est uniformément continue de E(a;b) versR, et la densité de
E(a; b) dans C0([a; b];R) permet d'étendre l'intégrale de Riemann aux fonctions continues
sur un segment.
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2.2 Espérance conditionnelle

Définition 11. Soit (
; F ;P) un espace probabilisé, G � F une sous-tribu de F et
X 2L1(
;F ;P).

On appelle espérance conditionnelle de X sachant G tout variable aléatoire Y 2L1(
;
F ;P) vérifiant :

i. Y est G-mesurable.

ii. 8A2 G
Z
A
Y (!)dP(!)=

Z
A
X(!)dP(!).

Théorème 12. L'espérance conditionnelle d'une variable X 2L1(
;F ;P) existe et est
unique.

Pour démontrer l'existence, on commence par le cas où X 2L2(
;F ;P), et le cas L1
s'obtient grâce au théorème de prolongement par densité.

2.3 Transformée de Fourier sur L2(R)

Définition 13. Soit f 2S(R). On définit la transformée de Fourier de f par :

F(f)(�) :=
Z
R
f(x) e¡2i�x� dx

Proposition 14. (Egalité de Plancherel-Parseval)
Soient f et g dans S(R). On a :Z

R
F(f)(�)F(g)(�) d�=

Z
R
f(x)g(x) dx

Et : Z
R
jF(f)(�)j2 d�=

Z
R
jf(x)j2 dx

Théorème 15. S(R) est dense dans L2(R).
Ceci, avec la proposition précédente et le théorème de prolongement par densité, permet

de définir un unique prolongement continu de l'application F à L2(R):

3 Prolongements analytiques

3.1 Résultats généraux

Définition 16. Soit
P
an z

n une série entière. On appelle rayon de convergence de la
série

P
an z

n le nombre :

R := supfr � 0 : la suite (janjrn)n�0 est bornéeg

Proposition 17. Soit z 2C.
Si jz j<R,

P
an z

n converge absolument.
Si jz j>R,

P
an z

n diverge.

Théorème 18. (Théorème d'Abel angulaire)
Soit

P
anz

n une série entière de rayon de convergence � 1 telle que
P
anz

n converge.
On note f la somme de cette série entière sur le disque unité. On fixe �0 2 ]0; � /2[
et on pose :

��0= fz 2C : jz j< 1 et 9�> 0 9� 2 [¡�0; �0]; z=1¡ �ei�g

Alors on a lim
z!1
z2��0

f(z)=
X
n=0

+1
an.

Exemple 19. On a
X
n=0

+1
(¡1)n
2n+1

=
�
4

et
X
n=1

+1
(¡1)n¡1

n
= log(2).

Exemple 20. La réciproque est fausse. On a :

lim
z!1

X
n=0

+1
(¡1)nzn = 1

2

Mais
X
n=0

+1
(¡1)n=+1.

Proposition 21. Soit 
 un ouvert de C et f : 
!C holomorphe sur 
. Alors f est
développable en série entière sur tout point de 
 (on dit que f est analytique sur 
).

Théorème 22. (Zéros isolés)
Si f est une fonction analytique dans un ouvert connexe 
�C non identiquement

nulle, l'ensemble f¡1(f0g) des zéros de f est constitué de points isolés, i.e si z02
 est un
zéro de f, alors il existe ">0 tel que D(z0; ")�
 et pour tout z2D(z0; ") on ait f(z)=/ 0.

Théorème 23. (Principe du prolongement analytique)
Soit 
 un ouvert connexe. Si deux fonctions analytiques coïncident sur un sous-

ensemble D�
 qui a un point d'accumulation dans 
, alors elles sont égales sur 
.

On donne deux exemples liés à des prolongement de fonctions holomorphes :

3.2 Fonction Gamma d'Euler

Définition 24. Pour x> 0, on pose :

¡(x)=

Z
0

+1
tx¡1 e¡t dt
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Développement 1 :

Théorème 25. La fonction ¡ définie est holomorphe sur le demi-plan de Poincaré 
0=fRe>0g.

Elle se prolonge en une unique fonction holomorphe sans zéros sur CnZ¡, et 1
¡

est une
fonction entière vérifiant la formule d'Euler

8z 2C
1

¡(z)
= lim

n!+1

z(z +1) ��� (z + n)
nz � n! :

3.3 Polynômes orthogonaux

Définition 26. Soit I un intervalle de R. On appelle fonction de poids sur I une
application �: I!R mesurable, strictement positive, telle que :

8n2N

Z
I
jxjn �(x) dx < 1

On note L2(I ; �) l'espace des fonctions intégrales sur I par rapport à la mesure dont la
densité est � par rapport à la mesure de Lebesgue.

Proposition 27. L2(I ; �) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

hf ; gi� =
Z
I
f(x)g(x) �(x) dx

Proposition 28. Il existe une unique famille (Pn)n2N de polynômes unitaires, orthogo-
naux deux à deux pour h:; :i�, tels que deg(Pn)=n. Elle s'appelle la famille de polynômes
orthogonaux associée à la fonction poids �.

Développement 2 :

Théorème 29. Soit I un intervalle de R et � une fonction de poids sur I. On suppose de plus
qu'il existe �> 0 tel que : Z

I
e�jx j �(x ) dx < 1

Alors la famille (Pn)n2N de polynômes orthogonaux associée à � forme une base hilbertienne
de L2(I ; �).

4 Prolongement de mesures. Application : construction de
la mesure de Lebesgue

Définition 30. Soit X un ensemble et C une famille de parties de X. On dit que C est
une algèbre de Boole si :

1. X 2C

2. 8A;B 2C A[B 2C (stabilité par réunion finie)

3. 8A2C cA2C (stabilité par complémentaire)

Exemple 31. La classe CI suivante définit une algèbre de Boole :

CI= fI1t ��� t In : n� 1 et Ik intervalles de R deux à deux disjointsg

Théorème 32. (d'extension de Carathéodory) [ADMIS]
Soit C une algèbre de Boole sur X et une application �: C!R+ vérifiant :

1. �(?)= 0

2. 8A;B 2C, A\B=? =) �(A[B)= �(A) + �(B) (additivité finie)

3. 8(An)n�1 2 CN
 
8n 2 N An+1 � An; �(A1) < 1; et

\
n�1

An = ?
!

=)�
lim
n!1

�(An)= 0
�
(continuité de la mesure)

4. Il existe une suite (En)n�12CN croissante telle que X=
[
n�1

En, �(En)<1 pour

tout n� 1 et lim
n!1

�(A\En) = �(A) pour tout A2C. (régularité extérieure)

Alors, il existe une unique mesure �~ sur �(C) qui coïncide avec � sur C.

Définition 33. Soit X un ensemble. On dit que S � P(X) est une semi-algèbre si S
vérifie :

1. ?2S

2. 8A;B 2S A\B 2S

3. 8A2S 9(A1; :::; An)2Sn deux à deux disjoints tels que cA=
G
i=1

n

Ai

Exemple 34. La famille SI= fI �R : I intervalle de Rg est une semi-algèbre.

Proposition 35. Soit S une semi-algèbre. Alors :

1. C(S)=

([
i=1

n

Ai : Ai2S deux à deux disjoints; n� 1

)
est la plus petite algèbre de

Boole contenant S.

2. Soit �:S!R+ une application vérifiant �(?)=0 et la propriété d'additivité finie
suivante :

8A;B 2S A[B 2S et A\B=? =) �(A[B)= �(A) + �(B)

Alors � admet un unique prolongement à C(S) vérifiant la propriété d'additivité
finie au sens (2) du théorème de Carathéorody.

Prolongement de mesures. Application : construction de la mesure de Lebesgue 3



Ces constructions permettent de définir lamesure de Lebesgue, de lamanière suivante :

Théorème 36. Il existe une unique mesure sur (R;B(R)), notée �, coïncidant avec la
mesure long sur SI. � est appelée la mesure de Lebesgue sur R. Elle vérifie :

�([0; 1])= 1 et 8a2R �=�(:+ a)
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