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1 Prolongement des fonctions réelles

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R.

1.1 Prolongement par continuité

Définition 1. Soita€ ! et f:1\{a} — R une fonction continue sur I\{a}. Si lim f(z)=
r—a
a€R, on dit que f est prolongeable par continuit en a, et son prolongement est défini par :

I —- R
f: RN {f(ac) six#a

« ST rT=a
On identifie généralement f avec son prolongement f

sin(x)

Exemple 2. La fonction f:z+— définie sur R* est prolongeable par continuité en

zéro.
1.2 Prolongement C*

Définition 3. Soit k€ NU{co}. On dit que f admet un prolongement de classe Ck en
a si il existe g: I — R de classe C* tel que g\{a}y=1-

Proposition 4. Soit a € R, k€N et f une fonction de classe C* sur I\{a}.
Si pour tout i € [[0, k], f“’) admet une limite finie £; en a, alors f se prolonge en une
fonction de classe CF sur I et on a pour tout i € [0, k], f(a)=4;.

Exemple 5. La fonction f:z l—>zsin<3> admet un prolongement de classe C°, mais pas
x

de classe C!.

0siz<0

Exemple 6. La fonction définie par ¢(z) = { 1 admet un prolongement C*° en

e *six>0
Zéro.

Proposition 7. Il existe une application ¢ € C*°(R) vérifiant 0 < <1, I)_ 0/ =0, et
I[l,+oo[ — 1 .

Corollaire 8. (fonctions plateaw) Soit Q C R% un ouvert, et K C Q un compact. Il existe
une application p € C:"’(Rd7 R) de support inclu dans 2 telle que 0< p <1 et p=1 sur
un voisinnage de K.

2 Prolongement par densité

Théoréme 9. Soit (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques, ou l'on supose que (F,d’) est
complet. Soit H C E une partie dense et f: H— F une application uniformément continue.

Alors f admet un unique prolongement continu a E, et de plus, ce prolongement est
uniformément continu.

On donne trois applications de ce théoréme :

2.1 Intégrale de Riemann

Exemple 10. Soit a < b des réels. On note £(a, b) ’ensemble des fonctions en escalier
sur [a,b]. On définit sur [a,b] I'intégrale de Riemann d’une fonction f € €(a,b) par :
b n—1
Zia,p)([f) ;:/ f@)ydz:=>" (zi+1—wi)ci
@ k=0
Ou o= (z;)o<i<n est une subdisivision adaptée & f et ¢; est la valeur de f sur I'intervalle
lzi, i1
L’application f—Z[, 3)(f) est uniformément continue de £(a,b) vers IR, et la densité de
E(a,b) dans Cy([a, ], R) permet d’étendre I'intégrale de Riemann aux fonctions continues
sur un segment.



2.2 Espérance conditionnelle

Définition 11. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, G C F une sous-tribu de F et
X eLY(Q,F,P).

On appelle espérance conditionnelle de X sachant G tout variable aléatoire Y € LY(Q,
F,P) vérifiant :

1. Y est G-mesurable.
Wi VAEG /Y(w)dIP(w):/X(w)dIP(w).
A A

Théoréme 12. L’espérance conditionnelle d’une variable X € LY(Q, F,P) existe et est
unique.

Pour démontrer l’existence, on commence par le cas ou X € L2(Q, F,P), et le cas L*
s’obtient grace au théoréeme de prolongement par densité.

2.3 Transformée de Fourier sur L?(IR)

Définition 13. Soit f € S(R). On définit la transformée de Fourier de f par :

F(f)(&) = /Rf(r) e gy

Proposition 14. (Egalité de Plancherel-Parseval)
Soient f et g dans S(R). On a :

/ F(F)(E) F@)(€) dé = / F(@)g(x) dz
Bt : R R

/|f(f><s>\2ds:/ |£(2)2 dz
R R

Théoréme 15. S(R) est dense dans L*(R).
Ceci, avec la proposition précédente et le théoréme de prolongement par densité, permet
de définir un unique prolongement continu de l’application F a L2(]R).

3 Prolongements analytiques

3.1 Reésultats généraux

Définition 16. Soit Y a, 2™ une série entiére. On appelle rayon de convergence de la
série Y ap 2™ le nombre :

R:=sup{r >0 : la suite (|an|r™)n>0 est bornée}

SECTION 3

Proposition 17. Soit z€ C.
Si |z| <R, Y an 2™ converge absolument.
Si |z| >R, Y an 2™ diverge.

Théoréme 18. (Théoreme d’Abel angulaire)

Soit Y~ anz™ une série entiére de rayon de convergence > 1 telle que Y~ a, 2™ converge.
On note f la somme de cette série entiére sur le disque unité. On fize 0y €10, 7 /2]
et on pose :

Ng,={2€C: |z|<letIp>0 3T0€[~0p,00), z=1— pe'?}

+oo
Al li = .
ors on a lim f(2) nZ::O an

z€A,
“+oo +oo 1
(=" _ = =" _
Exemple 19. On a ZO 14 et Zl T log(2).
n= =

Exemple 20. La réciproque est fausse. On a :

+o0 1
li —1)"e" = =
fim 3 (D" =g
+o0 "=
Mais )~ (=1)" = +o0.
n=0

Proposition 21. Soit Q un ouvert de C et f: Q2 — C holomorphe sur Q. Alors f est
développable en série entiére sur tout point de 0 (on dit que f est analytique sur 2 ).

Théoréme 22. (Zéros isolés)

Si f est une fonction analytique dans un ouvert connexe 2 C C non identiquement
nulle, ’ensemble f~1({0}) des zéros de f est constitué de points isolés, i.e si 2o € ) est un
zéro de f, alors il existe e >0 tel que D(zg,e) C ) et pour tout z € D(zo,€) on ait f(z)#0.

Théoréme 23. (Principe du prolongement analytique)
Soit 2 un ouvert connexe. Si deux fonctions analytiques coincident sur un sous-

ensemble D C Q) qui a un point d’accumulation dans 2, alors elles sont égales sur €.

On donne deux exemples liés & des prolongement de fonctions holomorphes :

3.2 Fonction Gamma d’Euler

Définition 24. Pour x >0, on pose :

“+oo
F(a:):/ tr—le=tdt
JO



PROLONGEMENT DE MESURES. APPLICATION : CONSTRUCTION DE LA MESURE DE LEBESGUE

Développement 1 :

Théoréme 25. La fonction I définie est holomorphe sur le demi-plan de Poincaré Qq={Re>0}.

. . 1
Elle se prolonge en une unique fonction holomorphe sans zéros sur C\Z~, et T est une
fonction entiére vérifiant la formule d’Euler

VzeC 1 _ lim w
I'(z) n? - n!

n—+o00

3.3 Polynoémes orthogonaux

Définition 26. Soit I un intervalle de R. On appelle fonction de poids sur I une
application p: I — IR mesurable, strictement positive, telle que :

vneN /|;r|"p(a:)dm < oo
J1

On note LZ(I , p) Uespace des fonctions intégrales sur I par rapport a la mesure dont la
densité est p par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 27. LZ(I7 p) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
(o0 = [ F(@)3@) (o) de

Proposition 28. Il existe une unique famille (Pp)nen de polynémes unitaires, orthogo-

nauz deux & deux pour (.,.),, tels que deg(Py,)=n. Elle s’appelle la famille de polynomes
orthogonaur associée a la fonction poids p.

Développement 2 :

Théoréme 29. Soit | un intervalle de R et p une fonction de poids sur . On suppose de plus
qu'il existe o >0 tel que :

/Ie"‘lxlp(x) dx < oo

Alors la famille (Pp)p,en de polynémes orthogonaux associée a p forme une base hilbertienne
de L2(1, p).

4 Prolongement de mesures. Application : construction de
la mesure de Lebesgue
Définition 30. Soit X un ensemble et C une famille de parties de X. On dit que C est
une algebre de Boole si :
1. XecC

2. YA, BeC AUBEC (stabilité par réunion finie)

3. VAeC ¢AeC (stabilité par complémentaire)

Exemple 31. La classe C; suivante définit une algébre de Boole :

Cr={hU-UIL,: n>1 et I intervalles de R deux & deux disjoints}

Théoréme 32. (d’extension de Carathéodory) [Apmis) -
Soit C une algébre de Boole sur X et une application j1:C — Ry vérifiant :

1. u(2)=0

2.YA,BeC, ANB=@ = pu(AUB)=p(A)+p(B) (additivité finie)

3. V(Ap)n>1 € cN (Vn EN A,41C A, u(Ar) <oo, et n A, = @) —
n>1

( lim p(Ay) :0) (continuité de la mesure)
n— o0

4. 1l existe une suite (Ep)p>1 eCN croissante telle que X = U E,, w(E,) <oo pour

n>1
toutn >1 et lim p(ANE,)=p(A) pour tout A€C. (régularité extérieure)

n— oo
Alors, il existe une unique mesure i sur o(C) qui coincide avec p sur C.
Définition 33. Soit X un ensemble. On dit que S C P(X) est une semi-algebre si S
vérifie :
1. €S
2.VA,BeS ANnBeS
n
3. VAeS 3F(Ai,...,Ap) €S™ deuxr a deux disjoints tels que A= I_I A;
i=1

Exemple 34. La famille S;={I CR : I intervalle de R} est une semi-algébre.

Proposition 35. Soit S une semi-algébre. Alors :
n
1. C(S)= { U A;: A, €S deux a deux disjoints, n > 1} est la plus petite algebre de
i=1
Boole contenant S.
2. Soit u: S — Ry une application vérifiant u(2) =0 et la propriété d’additivité finie
suivante :
VA,BeS AUBES et ANB=2 = u(AUB)=pu(A)+ n(B)

Alors p admet un unique prolongement a C(S) vérifiant la propriété d’additivité
finie au sens (2) du théoréeme de Carathéorody.



4 SECTION 4

Ces constructions permettent de définir la mesure de Lebesgue, de la maniére suivante :

Théoréme 36. Il existe une unique mesure sur (R, B(IR)), notée A, coincidant avec la
mesure long sur Sy. \ est appelée la mesure de Lebesque sur R. Elle vérifie :

A[0,1])=1 et VaceR A=A(.+a)
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