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1 Espaces de fonctions continues et topologie

On se donne K= ou C et un espace métrique compact non vide (X, d).

1.1 Fonctions continues sur un compact

Proposition 1. L’espace C®(X) ou C(X) des fonctions continues de X sur K est
une K-algébre commutative unitaire, totalement ordonnée par la relation < définie par
f<g<=VexeX [f<g.

Définition 2. On munit C(X) de la norme uniforme sur X, notée |||, définie par
1] := ma}:{c\f(x)|, qui définit la topologie de la convergence uniforme.
T e

Proposition 3. La norme uniforme est une norme d’algébre, i.e || fg|| <||f|- gl pour

Théoréme 4. L’espace C(X) est un espace de Banach séparable.

Théoréme 5. (Théoremes de Dini)

o Soit (fn)neN une suite croissante de fonctions continues qui converge simplement
vers une fonction f continue. On suppose de plus que f est continue. Alors la
convergence de (fp)nen est uniforme sur I.

o Soit (fn)nen une suite de fonctions continues et croissantes qui converge simple-
ment vers f continue. On suppose de plus que f est continue. Alors la convergence
de (fn)nen est uniforme sur I.

1.2 Parties compactes

Définition 6. Soit xg€ X. On dit qu’'une partie A C C(X) est équicontinue en xo Si

Ve>0 36>0 VyeK Va€A d(zo,y)<dé = d'(a(zo),a(y))<e.

Définition 7. On dit qu’une partie A C C(X) est uniformément équicontinue si

Ve>0 36>0 Vz,yeK VacA d(z,y)<d = d'(a(z),a(y)) <e.

Proposition 8. Une partie de C(X) est équicontinue en un point st et seulement st elle
est uniformément équicontinue.

Remarque 9. Le fait que ces notions coincident est dii & la compacité de X.
Exemple 10. Toute partie finie de C(X) est équicontinue.

Exemple 11. Si C >0, I’ensemble des fonctions C-lipschitziennes de X dans K est
équicontinu.

Proposition 12. Soit (fn)nen une suite équicontinue de C(X) et D une partie dense de
X. Sila suite numérique (fn(z))nen converge vers f(x) pour tout x € D alors (fn)neN
converge uniformément vers une fonction f € C(X).

Théoréme 13. (Ascoli). Une partie A de C(X) est relativement compacte dans C(X)
st et seulement si elle est équicontinue et ponctuellement relativement compacte, c¢’est-a-
dire si ’ensemble {a(z) : a € A} est compact.

Remarque 14. Pour que A soit ponctuellement relativement compacte, il suffit que A
soit bornée.

Application 15. (Théoréme de Cauchy-Arzela-Peano).

Si f: I xQ—R™ est continue, alors le probleme de Cauchy (77){ f‘é)(tj:{(t’z(t))
@ (to) =m0

admet une solution maximale, non nécessairement unique. La preuve de ce résultat repose
sur le théoréme d’Ascoli.
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Application 16. (Théoréme du point fixe de Markov-Kakutani).

Soit (E, ||||) un espace euclidien de dimension N € N*, et G un sous-groupe compact de
GL(E).

On se donne K une partie convexe compacte de E et on suppose que K est stable par tous
les éléments de G. Alors il existe x € K tel que pour tout g € G, on ait g(x) =x. Autrement
dit, G posséde un point fixe dans K.

1.3 Parties denses
Lemme 17. On suppose que X contient au moins deur éléments. Soit A C C]R(X)
vérifiant les deux conditions suivantes :

e Va,be A sup(a,b) €A et inf(a,b) € A.

e Siz,y€ X sont distincts et a1, a2 € R, il existe a € A tel que a(x1) =y et a(z2) =
as.

Alors A est dense dans C(X).
Définition 18. Une partie A de C'(X) est dite séparante si pour tout point (x,y) distincts

de X, il existe a € A tel que a(x) # a(y). Elle est dite réticulée si pour tout (a,b) € A, les
fonctions sup (a,b) et inf(a,b) sont des éléments de A.

Théoréme 19. Si AC CR(X) est réticulé, séparant, et contient les fonctions constantes,
alors A est dense dans C(X).

Exemple 20. L’ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans R est dense dans

CR(X).

Théoréme 21. (Stone-Weierstrass, cas réel). Toute sous-algebre de CT(X) séparante
et contenant les fonctions constantes est dense dans CT(X).

Exemple 22. L’ensemble des fonctions polynomiales sur X (de la forme z+— P(z) avec
P € R[X]) est dense dans C(X).

Définition 23. On dit qu’une partie AC CT(X) est auto-conjuguée si pour tout a € A,
acA.

Théoréme 24. (Stone-Weierstrass, cas complexe). Toute sous-algébre A de OC(X)
séparante, auto-conjuguée et qui contient les fonctions constantes est dense dans CC (X).

Théoréme 25. (Stone-Weierstrass trigonométrique). L’espace des polynémes trigono-
métriques est dense dans C§™(R, R).

SECTION 2

2 Espaces de Lebesgue

2.1 Espaces LP, construction

Définition 26. Pour 0 <p<oo et f une fonction mesurable sur X a valeurs complexes,

on définit :
Hfup::(/xwf\pdu)"i

L’espace LP(p) est constitué des fonctions mesurables f: X — C telles que || f||, < co.
Pour p=+o0 et f une fonction mesurable sur X a valeurs complexe, on définit :

[l flloo:=inf{a € Ry : p({|f]>a}=0)}.

L’espace L>°(p) est constitué des fonctions mesurables f: X — C telles que || f||oo < 00.

Remarque 27. Si p est la mesure de comptage sur un espace dénombrable (X, P(X)),
on écrit souvent £P & la place de LP.

Proposition 28. (Inégalité de Holder) L
Pour pe[l,+00] et g€ [1,+o0] tels que E—FE: 1, feLP(p) et g€ L), ona :

Ifglls < 1fllp Ngllg-
Corollaire 29. Si u est finie (par exemple si . est une probabilité), on a :
Vp>q LP(p)CLIYw).

Corollaire 30. (Inégalité de Minkowski)

Soit f, g€ LP(p) avec p € [1,00], on a [[f +gllp <[ fllp+ llgllp-
Définition 31. Soit p € [1, c0]. On définit l’espace LP(p) comme le quotient de L£P(u)
par la relation d’équivalence f~ g<= u({f#g})=0.

On appelle encore f la classe de f dans LP/~.

Théoréme 32. Pour tout p € [1,00], l’espace (LP, ||.||p) est un espace vectoriel normé.

Développement 2 :

Théoréme 33. (Riesz-Fischer)

L’espace (LP,||||p) est un espace de Banach.

2.2 Parties denses et compactes des LP

Théoréme 34. (Admis)



QUELQUES ESPACES DE FONCTIONS PARTICULIERS

L’ensemble des fonctions continues a support compact Cc(]Rd) est dense dans LP.

Définition 35. Soit f € LP et g€ L1. On appelle produit de convolution de f et g la
fonction f g définie sur R® par

(f+a)@)= [ f@=v)o(w) dy.

Proposition 36. L’application * est bien définie sur LP x L9. C’est une forme bilinéaire
symétrique, et elle vérifie de plus

V(f,g)€LPx LT  Supp(f*g)C Supp(f)+ Supp(g)-

Proposition 37. Pour f € LP et g € L9, la fonction f* g est uniformément continue,
bornée et vérifie

[1F*glloc <1 fllp-llglla-

Définition 38. On dit qu'une suite de fonctions (Kp)nenN intégrables sur R est une
approzimation de l'unité lorsqu’elle vérifie :

1. VYneN / Ky(z)dz=1,
Rd

2. sup/ | Kn(2)| doe < o0,
neN JR

3. V6>0 lim

|Kn(z)| dz=0.
n—+0o0 J§<|x|<+oo

Exemple 39. Soit ¢ € L! d’intégrale 1. La suite (¢n), >0 définie par ¢, (z) =ndp(nz)
est une approximation de 'unité.

Proposition 40. Soit p€[1,+oo[ et (Kp)nen une approrimation de l'unité. Si f € LP,
alors pour tout n € N, fx* ¢, € LP et on a

lim ||f*¢n— fllp =0.
n——+oo

Application 41. L’espace D(IR?) des fonctions C* & support compact sur R? est dense
dans LP(R%).

Théoréme 42. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov, admis).
Soitp€e[l,+oo| et AC LP. Alors A est relativement compacte dans LP si et seulement
st les propriétés suivantes sont vérifiées :

e A est bornée dans LP.

. lim

plim f{‘z‘>R}|f(a:)|pda::0, uniformément par rapport a f € A.

e lim 7, f= f dans LP, uniformément par rapport a f € A, ot 74 f(x) := f(z —a).
a—0

2.3 Cas des espaces L?

Théoréme 43. (De projection sur un convexe fermé).
Soit I une partie fermée, convexe, non vide de L2. Alors pour toute fonction f € L2,
il existe une unique fonction g €' tel que

If—gll = inf [[f —~[ = d(f,T).
yer
Cette fonction est appelée projection de f sur T' et est noté pr(g). Elle est caractérisée
par la propriété suivante :

{m*(f)eF
Vyel Re(f—pr(f),y—pr(f))<0’

Théoréme 44. (De représentation de Riesz).
L’application 6 définie par

L? — I?
L:
a +— Lo=(z—(z, a))
est une bijection antilinéaire isométrique.

Application 45. (Théoréme de Radon-Nikodym,).
Soit (X, A) un espace mesurable et ju,v deur mesures positives o-finies sur (X, A).
1l y a équivalence entre :

1. VAe A p(A)=0= v(A)=0
2. 3f:(X,A) — (R4, B(Ry)) intégrable telle gque VA€ A v(A)= / fdu.

(on note v <K\ ).

En outre, la fonction f est unique (a une égalité p-presque partout prés).
On note f :% et on dit que f est la dérivée de Radon-Nikodym, ou la densité de v
4

par rapport a [i.

3 Quelques espaces de fonctions particuliers

3.1 Espace de Schwarz
Définition 46. On appelle espace de Schwartz sur R [’espace

S(R): {,/‘ecxf(\n{. ©) : Y(k,0)eN?2  suplz|®|fO(z)] < }

rceR

Exemple 47. La fonction z+e ™" “est un élément de S(R).



Définition 48. On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € S(R) par

VEER f({) = /+mf(1) e 2mi2E g,

On utilise la notation f(x) — f(§) pour signifier que f désigne la transformée de Fourier

de f.

Proposition 49. Soit f€ S(R), h€ R et >0. On a
o f(z+h)— f(&)e2imhE,
o f(z)e 2imTh_, F(g4h),
o f(6z) =571 f(571E).
o [fl(z)—2imf(E),
° 722‘7\'\’1?'/‘(58)%;?'[‘(&).

Proposition 50. Si f € S(R), alors f € S(R).

Exemple 51. Si f(z) =e~ "’ alors f(f) = f(&) pour tout £ € R.

Théoréme 52. (Formule d’inversion de Fourier)

Si feS(R), alors
oo

flz) = fg)e*meede.

J —oo

En particulier, F: f+ [ est une bijection sur l’espace de Schwartz.

3.2 Espace des fonctions holomorphes

Dans cette partie, on se donne 2 un ouvert de C.
Définition 53. Un chemin ~:[0,1] — Q est appelé un lacet lorsque v(0) =~(1).

Définition 54. Soit v un lacet sur Q. Alors pour tout z € Q\ (v) on définit

1 a¢
'7%[#7,2'

Proposition 55. La fonction Ind est a valeus entiéres sur Q\ (), constante sur chaque
composante connexe de Q\(v) et nulle sur la composante connexe non bornée de (7).

Ind,(2)

SECTION 3

Exemple 56. Si v=C(a,r)" est le cercle orienté positivement de centre a et de rayon
r, alors

1si|z—al<
Vz€C\(C(a,r)),  Indy(z) = {02; thL:

Théoréme 57. (Cauchy sur un ensemble conveze)
On suppose ici que ) est convexe. Soit v un lacet sur 2 et soit f une fonction
holomorphe sur Q. Si z€Q et si z¢ (), alors on a

f(Z) -Ind,y(z) = % /ﬂ/% dg.

Corollaire 58. Une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, avec

AIC NSy [
v

n! " 2w (z—C)"+1

On suppose désormais que 2 est un domaine de C, c’est-a-dire un ouvert connexe de C.

Théoréme 59. (Théoréme des zéros isolés de Riemann)
Soit f holomorphe non nulle sur Q. Alors U'ensemble Z(f) des zéros de [ est un
ensemble discret, ce qui signifie que pour tout a € Z(f), il existe r >0 tel que Z(f)ND(a,

r)={a}.

Corollaire 60. Si f:Q— C est non nulle, alors Z(f) est au plus dénombrable et pour
tout compact K de D, Z(f)N K est fini.

Corollaire 61. (Théoréme du prolongement analytique)

Si f et g sont des fonctions holomorphes sur Q et si f(z)=g(z) pour tout z dans un
ensemble qui posséde un point d’accumulation dans 2, alors on a f(z) = g(z) pour tout
z€N.

Théoréme 62. (Principe du mazimum de Riemann)
Soit f une fonction holomorphe sur Q2 et D(a,r) CQ avec r>0. Alors

(@) < max|fa+ret®),

l’égalité ayant lieu si et seulement si f est constante sur ).
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