Développement asymptotique de la
série harmonique
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DEMONSTRATION
Soit o > 1.

Comme la fonction ¢ — ;7 est 1ntegrable et décroissante, d’apres le théoreme de

Comparalson serle-lntegrale, la série Z _a converge et vérifie :
n
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donc
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Pour tout n € N*, on pose k,, = min {k eN/H, > n}
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DEMONSTRATION 1
Pour tout n > 1, on pose u,, = H,, — In(n) et v, = H, — In(n) — —.

Soitn > 1.

1 1 1
il — Up = ~1 1)+ In(n) = In(1- <0
Unst = Un = 27y ~ I+ 1)+ In(n) n+1+n( n+1)

et

1 1 1 1 1
Upt1 — Up = 1—ln(n+1)+ln(n)——+————ln(1+—>20

n + n+1 n n n
et
1
Up —Vp = — — 0
n n—-+oo

Donc les suites (u,,)n>1 €t (v,)n>1 sont adjacentes et donc une limite finie ~.

On conclut que H,, = In(n) +~v + o(1).

n—

Pour tout n > 1, on pose t,, = u,, — . Alors

t t 1 +1 1 1
n —ln = —7"7 n -
i n+1 n+1
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m;mn+1_n+1_2m+UQ+OQn+DJ
1
n—:-oo _Q(n + 1)2'

o 1 < " , .
Comme la série > | 3Tz ©St a termes positifs et convergente, par équivalence
des restes,

+oo +oo 1 +oo 1 1
—t, = ;(tk-i-l - tk) n_:_oo ; 2(/{ + 1)2 - k§1 ﬁ n_i:_oo %
Donc . .
t”:H”_ln(n>_7n—>:+oo%+O(ﬁ) :
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1
Pour tout n > 1, on pose w,, = t,, — o
n

Wn41 — Wp =

! +In(1 ! ! + !
n p— — —
n+1 n+1 2(n+1) 2n

1 1 1 1 n 1
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n+1 n+1 2n+1)2 3(n+1)3 (n+1)3
1 1

2(n+1) 2n
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T 2112 3mtap ((n+ 1)3) o)

6(n+1)3

o . 1 < .. . .
Comme la série > ORI est a termes positifs et convergente, par équivalence
des restes,
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Donc

1 1 1
w, =H,—In(n) —v—— = —|—0< )

I n—otoo  12n2 n?

Pour tout n > 1, on pose ¢, = H,, — In(n) —v — 0.

n—-+o0o

Par définition de k,,,

In(k,) +v+er, =n>Inlk, — 1)+ v+ ep, 1.

D’ou
kne ten > e et (k, — 1)e? -1 < ™.
Donc
ete VTt 1 >k, > ele” V0,

Ainsi

k, ~ ee?

n—-+oo
ce qui implique que
. kn+1
lim =

n—-+4o0o kn
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