Théoreme de Gaul

Théoreme (Wantzel)
Tout nombre constructible (a la regle non graduée et au compas) est un nombre
algebrique sur Q, de degré une puissance de 2.

Lemme — Soient n,m € N*. Si n et m sont premiers entre eux, l’angle = est

constructible si et seulement si 27” et %r le sont.

DEMONSTRATION
= Si 3—; est constructible, il est immédiat que

o~ — —_—~

2 2 2T 2
— =m—— et — =n— lesont.
n nm m nm
< Comme n et m sont premiers entre eux, par identité de Bézout, il existe u, v €
Z tels que
un +vm = 1.

D’ou - A -
2 2 21
nm n m
est constructible. O
Théoreme (Gauf})

Les polygones réguliers constructibles sont exactement les polygones ayant un
nombre de cotés de la forme

2%D1...pr =3

ou o € N et les p; sont des premiers de Fermat.
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DEMONSTRATION
Soit n > 3. On écrit sa décomposition en facteurs premiers :

~

Le polygone régulier a n cotés est constructible si et seulement si I’angle 27” est
constructible.

Sin = 2% alors le polygone est bien siir constructible.

Sinon, comme la bissectrice est toujours constructible, par récurrence immédiate,
T

le polygone régulier a n cOtés est constructible si et seulement si celui a H pf’“

k=1
est constructible.

D’apres le lemme, le polygone régulier a n coté est constructible si et seulement
27

DiF

si, pour tout k € [1;r], I'angle est constructible.

< On admettra que si 35 = 1 et si p; est un premier de Fermat alors le polygone
ayant p,* est constructible.

~

= On suppose que I’angle f)—g est constructible, c’est-a-dire que cos (i—g) est

constructible.

D’apres le théoreme de Wantzel, [Q (cos (2—B>) : Q} = 2™ avecm € N.
On note ¢ = p® et w = cos (%T) + 4 sin (%)

Comme cos <%’r> = f(w+w™) € Qw), d’apres le théoréme de la base

télescopique,

w0 o0 o (2] (%) -

Comme w est une racine primitive g-eme de I’unité, le g-eme polynéme cyclo-
tomique @, est le polynome minimal de w, soit

Q(w) : Q] = deg® = p(q) = (p— p"".
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ol ¢ est I'indicatrice d’Euler car il y a ¢(q) racines primitives g-¢mes de
I’unité.

Donc
(p—1p’~t =2t

Comme p est un premier impair, on en déduit que

f=1letp=2"" 41

Comme p est premier, ¢’est un résultat classique que m + 1 est une puissance
ce 2, c’est-a-dire que p est un premier de Fermat. OJ
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