
Agrégation – Développements

��. Théorème deW���������� [QZ��, §XIII.II.�, p���–���]
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T�������. [�������� ��W����������]
R[X] est dense dans C([a, b],C, Î.Î

Œ
) pour a < b œ R.
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Quitte à dillater par t ‘≠æ a + (b ≠ a)t, on suppose [a, b] = [0, 1]. Soit f œ C([0, 1],R).
On définit Ê : R+ ≠æ R+, ” ‘≠æ sup {|f(u) ≠ f(v)| | u, v œ [0, 1] et |v ≠ u| Æ ”} le module
de continuité de f , bien défini par uniforme continuité, qui vérifie :
(i) Ê est croissante,
(ii) Ê(0) = 0 et Ê est continue en 0.
(iii) Pour ⁄ Ø 0 et ” Ø 0, on a Ê(⁄”) Æ (⁄ + 1)Ê(”).

Utilisons ces propriétés pour montrer le résultat.
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par le lemme de transfert. AinsiBn(f) est un polynôme, appelé polynôme de B��������.

On va montrer queBn(f)
u≠æ næ+Œf en majorant |f ≠ Bn(f)| (x) indépendamment de x

par le module de continuité de f en des valeurs qui tendent vers 0 lorsque n æ +Œ. On a :
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par définition de Ê et par le point (iii). Or par l’inégalité de C�����-S������ :
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et donc puisque x ≠ Sn
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Donc Îf ≠ Bn(f)Î
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et on obtient le résultat en utilisant le point (ii), avec un

contrôle de la vitesse de convergence par le module de continuité.

Vérifions les propriétés de Ê :
(ii) Pour tout Á > 0, il existe ÷ tel que Ê(÷) < Á par uniforme continuité de f .

Et donc Ê Æ Á sur ]0, ÷] d’où Ê(0
+

) Æ Á.
(iii) Soit ⁄, ” > 0. Soient u < v tels que |v ≠ u| Æ ⁄”.

On considère la subdivision xi = u + i” si u + i” < v puis xm = v dès que u + m” Ø v.
On a nécessairement � m Æ ⁄ + 1 et alors :

|f(v) ≠ f(u)| Æ
qm≠1

i=0 |f(xi+1) ≠ f(xi)| Æ mÊ(”) Æ (Â⁄Ê + 1)Ê(”) Æ (⁄ + 1)Ê(”)

Si f est k-lipschitzienne, on a Ê(”) Æ k” donc la vitesse de convergence est au pire en 1/
Ô

n.
Remarquons maintenant que cette vitesse est optimale.
Considérons f : x ‘≠æ

--x ≠ 1
2
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Ecrivons 2Sn ≠n =
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et d’autre part on a :
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On ne peut pas étendre ce résultat à un intervalle non borné. En e�et, si (Pn)nœN œ R[X]

converge uniformément surR vers f continue, alors (Pn)nœN est de C����� pour la norme in-
finie, donc à partir d’un certain rangN0, on a ÎPn+1 ≠ PnÎ

Œ
Æ Á, d’oùPn+1 ≠ Pn est constant

égal à cn. Alors f = PN0 +
q

nØN0
cn est aussi un polynôme.

�. faire un schéma
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