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57. Théoréme de WEIERSTRASS [QZ13, §XIILIL1, p518-519]
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ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.|| ) poura < b € R.

DEVELOPPEMENT

Quitte a dillater part — a + (b — a)t, on suppose [a, b] = [0, 1]. Soit f € C([0, 1], R).
On définitw : Ry — R4, 8 — sup {|f(u) — f(v)| |u,v €[0,1] et |v — u| < §} le module
de continuité de f, bien défini par uniforme continuité, qui vérifie :
(i) w estcroissante,
(i) w(0) =0 etw estcontinue en 0.
(iii) Pour A > 0etd > 0,onaw(Ad) < (A + Lw(9).

Utilisons ces propriétés pour montrer le résultat.
Soitz: € [0, 1]. On consideére (X;)ien e B(z)etonpose S, = > | X; puis

B(f)) =E[7(22)] = > (Z)xk(l aprs ()

k=0

par le lemme de transfert. Ainsi B, (f) est un polynéme, appelé polyn6me de BERNSTEIN.

Onva montrer que B, (f) — . 100f €n majorant |f — B, (f)| (z) indépendamment de
par le module de continuité de f en des valeurs qui tendent vers 0 lorsque n — +oc.Ona:

7= 201w = [e [0 - 1 ()] < =l} 0 - 752 < Bl (= - )
)(7)

<51+ il - o) £ 1+ v o

Vn n

par définition de w et par le point (iii). Or par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

| smereal(e- Y] - o= 5]

n

e

et donc puisque = — 2= est centrée :
n

oo~ Y] v (%) = & vy -2 < L

Donc || f = Bu(f)lloc 0,1 < 3w(7) et on obtient le résultat en utilisant le point (ii), avec un
contrdle de la vitesse de convergence par le module de continuité.

Vérifions les propriétés de w :
(ii) Pourtoute > 0, il existe ) tel que w(n) < e par uniforme continuité de f.
Etdoncw < esur]0,n douw(0) < e.
(i) Soit A, > 0.Soientu < v tels que |[v — u| < Ad.
On considere la subdivision z; = u + id siu + id < v puis z,, = vdeésqueu + md > v.
On a nécessairement’m < \ + 1 etalors:

() = f)] < 75 (@irn) = f(0)] < mw(6) < (A + Dw(d) < (A + 1w(s)

Si f est k-lipschitzienne, on a w(d) < kd donc la vitesse de convergence est au pire en 1/4/n.
Remarquons maintenant que cette vitesse est optimale.

Considérons f : 2 — |2 — 1|, 1-lipschitzienne et vérifiant w(é) = 6.On a:

2o} - .o

15 = BalDlcso = [7(5)-Ba0) (5)| = |20 (3)] = B

Ecrivons 28, —n = >1" | 2X; —1= 31" g;0le; ~ R(1/2)etposons Y = [[}_, (141
D’une part \/eE[|2S5,, — n|] > E[|2S,, — n||Y|] puisque:

‘Y|:H?:1\/1+5§/n:H?:1v1+1/n§H?:1 Vel/m < (/e

et d’autre partona:

E[(2S,—n)Y] = nE [sl(m%) 11 (H%)] _

i>1

%)

Ele;]

n(]E[El]Jr%E[ef]) I1 (1+i 2

7>1

Finalement || f — Bn(f)”oo,[(),l] 2

= ;z\/fz 2\/;\/5 - 23/5”(%)

COMMENTAIRES

On ne peut pas étendre ce résultat a un intervalle non borné. En effet, si (P,),en € R[X]
converge uniformément sur R vers f continue, alors (P, ),en est de CAUCHY pour la norme in-
finie, donc a partir d’un certainrang No,on a || P41 — P, ||, < &,d’ou P, 1 — P, estconstant
égalac,.Alors f = Py, + 3, 5 v, ¢ €staussi un polyndéme.
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