
Agrégation – Développements

��. Théorème de S���� [Per��, §I.�, p��–��] [Szp��, §�.VIII.�, p���–���]

������

T�������. [�������� �� S���� �]
Il existe aumoins un p-S���� dansG.

C���������. Il existe aumoins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i œ J1, aK.

�������������
Pourmontrer le premier théorème de S����, on va d’abord étudier l’exemple de GLn(Fp) puis
se ramener dans le cas général à l’étude de notre exemple.

�. Le cas deG = GLn(Fp). On a :

card(GLn(Fp)) = card(bases de Fp) = (pn ≠ 1) ◊ (pn ≠ p) ◊ · · · ◊ (pn ≠ pn≠1
)

= pn(n≠1)/2m

oùm · p = 1. Un p-S���� deG a donc pn(n≠1)/2 éléments.

Soit T l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de coe�icients diagonaux �.
On vérifie que c’est un sous-groupe deGde cardinal ppuissance le nombre de coe�icients
strictement supérieurs, c’est-à-dire pn(n≠1)/2.
Ainsi, T est un p-S���� de GLn(Fp).

�. Soit maintenantG un groupe quelconque d’ordre n.
On va montrer queG est isomorphe à un sous-groupe de GLn(Fp).

Par le théorème de C����� �, on a queG est isomorphe à un sous-groupe deSn.
De plus, l’application ‡ ‘≠æ P‡ est unmorphisme injectif deSn dans GLn(Fp).
On obtient donc queG est isomorphe à un sous-groupe de GLn(Fp).

�. Terminons enmontrant que siG est un sous-groupe d’un groupeH possédant
un p-S���� S, alorsG possède un p-S����.

Faisons agirH surH/S par translation à gauche. On a StabH(aS) = aSa≠1 et en restrei-
gnant l’action àG, on a StabG(aS) = aSa≠1 fl G.
Les (aSa≠1 flG)aœH sont des p-groupes. Montrons que l’un d’entre eux est un p-S���� de
G, c’est-à-dire que |G| /

--aSa≠1 fl G
-- · p = 1 pour un a œ H .

�. on utilise l’action par translation à gauche pour le montrer

Supposons que ce n’est pas le cas. Alors p divise |G| / |StabG(aS)| pour tout a œ H et
donc par l’équation aux classes

p | |H/S| =

ÿ

OœOG

|O| =

ÿ

OœOG

|G| / |StabG(aOS)|

où aO œ H est tel que aOS est un élément de l’orbiteO.
Ceci est absurde puisque S est un p-S���� deH .
DoncG admet un p-S����.

Montrons désormais le corollaire. Par le théorème, on peut supposer que G est un p-groupe
d’ordre pa. On procède par récurrence sur a œ N :

• Si a = 0 ou a = 1, il n’y a rien à montrer.

• Si a Ø 2, supposons le résultat vrai pour a ≠ 1.
Le centre Z(G) est un p-groupe non trivial deG, soit x ”= e œ Z(G). On a o(x) = pb pour
un b < a. Posant y = xpb≠1

, on a que y est d’ordre p et doncH = G/ÈyÍ est d’ordre pa≠1.
Soit i Æ a ≠ 1. Par hypothèse de récurrence, H possède un sous-groupe Hi d’ordre pi.
PosonsGi+1 = fi≠1

(Hi) où fi : G ≠æ G/H est la surjection canonique.
AlorsGi+1/ ker(fi) ƒ Hi donc |Gi+1| = p |Hi| = pi+1.
On a donc trouvé un groupe d’ordre pi pour 1 Æ i Æ a. Bien sur, G possède un groupe
d’ordre p0.
L’hypothèse de récurrence est donc vraie au rang a.

D’où le résultat par récurrence.
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