
Agrégation – Développements

��. Théorème de S����-W���������� [HL��, Ch�, p��–��]

������
Soit (X, d) un compact non vide.

T�������. [�������� �� S����-W����������]
SoitH une sous-algèbre de C(X,R) séparante et unitaire. AlorsH est dense dans C(X,R).

�������������
On élimine directement le cas oùX n’a qu’un élément, le résultat étant alors clair puisqueH
contient les fonctions constantes (H est unitaire).

�. On commence par montrer qu’il existe une suite (Pn)nœN œ R[X]
N telle que

Pn
u≠æ

næ+Œ
|.| sur [≠1, 1]

En e�et, définissons (Pn)nœN par P0 = 0 et pour n œ N, Pn+1 = Pn +
1
2 (X2 ≠ P 2

n).
Montrons par récurrence que pour tout entier n, 0 Æ Pn Æ Pn+1 Æ |.| sur [≠1, 1].

• Pour n = 0, on a P1 = X2/2 donc 0 = P0 Æ P1 Æ |.|.
• Supposons le résultat vrai au rang n. On a Pn+1 Æ |.|, donc Pn+2 ≠ Pn+1 Ø 0 et on
écrit pour x œ [≠1, 1] :

|x| ≠ Pn+2(x) = (|x| ≠ Pn+1(x))

1
1 ≠ 1

2
(|x| + Pn+1(x))

2
Ø |x|

Ainsi (Pn)nœ N est croissante et majorée donc converge et sa limite h vérifie, pour x œ
[≠1, 1], 0 Æ h(x) Æ |x| et h(x) = h(x) +

1
2 (x2 ≠ h(x)

2
), donc h(x) = |x|.

Ainsi (Pn)nœ N converge vers |.| sur [≠1, 1]. De plus, cette convergence est uniforme par le
théorème de D���.

�. Montrons que si f, g œ H , alorsmin(f, g) etmax(f, g) sont dansH .
Pourh œ H , on a |h| œ H . En e�et, sih ”= 0, on a quePn

!
h

ÎhÎŒ

"
=

qp
k=0 ak

!
h

ÎhÎŒ

"k œ H

carH est une sous-algèbre unitaire. Par convergence uniforme de (Pn)nœN vers |.|, on en
déduit que |h| / ÎhÎ

Œ
œ H puis |h| œ H .

Revenons à f, g œ H , Alorsmax(f, g) =
f+g

2 +
|f≠g|

2 œ H ,min(f, g) =
f+g

2 ≠ |f≠g|

2 œ H .

�. Montrons désormais que pour x1 ”= x2 œ X et –1, –2 œ R, on peut trouver u œ H telle que

u(x1) = –1 et u(x2) = –2

En e�et,H est séparante donc il existe u0 œ H telle que u0(x1) ”= u0(x2). Le système
;

⁄u0(x1) + µ = –1
⁄u0(x2) + µ = –2

est donc de C�����, il admet une solution (⁄ı, µı) et en posant u = ⁄ıu0 + µı, on a que
u œ H est satisfaisant.

�. Enfin, montrons queH est dense dans C(X,R).
Soit f œ C(X,R). Soit Á > 0. Montrons qu’il existe v œ H telle que Îv ≠ fÎ

Œ
Æ Á.

Soit x œ X .
Pour tout y œ X , il existe uy œ H telle que uy(x) = f(x) et uy(y) = f(y).
Posons alorsOy = {xÕ œ X | uy(xÕ

) > f(xÕ
) ≠ Á}. C’est un ouvert � contenant x et y.

Ecrivons doncX = fiyœXOy . Par compacité deX , il existe y1, . . . , yr tels que

X =

r€

i=1
Oyi

Posons alors vx = max1ÆiÆr uyi . On a vx œ H par le point �). De plus vx(x) = f(x) et
pour tout xÕ œ X , on a vx(xÕ

) > f(xÕ
) ≠ Á.

Posons �x = {xÕ œ X | vx(xÕ
) < f(xÕ

) + Á}. �x est un ouvert contenant x, donc X =

fixœX�x. De même, il existe x1, . . . , xm tels que

X =

m€

j=1
�xj

En posant finalement v = min1ÆjÆm vxj œ H , on a par ce qui précède que
|v(x) ≠ f(x)| Æ Á pour tout x œ X .
Ainsi on a trouvé v œ H tel que Îv ≠ fÎ

Œ
Æ Á.

Le raisonnement étant valable pour tout Á, on en déduit que f œ H .
DoncH = C(X,R) etH est dense.

������������
On utilise le théorème de D��� qu’il faut donc savoir démontrer.

On trouvera dans le [HL��] une extension dans le cas complexe.
�. par continuité de uy et f
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