Agrégation - Développements

56. Théoreme de STONE-WEIERSTRASS [HLO9, Ch1, p26-30] | 3. Montrons désormais que pour z; # x3 € X etay, o € R, on peut trouver u € H telle que
. . u(r1) =« et u(zr2) = «
ENONCE S (r2) = 02
Soit (X, d) un compact non vide. En effet, H est séparante doncil existe ug € H telle que ug(z1) # ug(z2). Le systéme
THEOREME. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS] Mg (z1) +p =0
Soit H une sous-algébre de C(X,R) séparante et unitaire. Alors H est dense dans C(X,R). Aug(z2) + p = o

est donc de CRAMER, il admet une solution (A, 1) et en posant u = A ug + pii, ON @ que
u € H est satisfaisant.

DEVELOPPEMENT 4. Enfin, montrons que H est dense dans C(X,R).
On élimine directement le cas ol X n’a qu’un élément, le résultat étant alors clair puisque H Soit f € C(X,R). Soite > 0. Montrons qu’il existe v € H telle que [jv — f[|  <e.
contient les fonctions constantes (H est unitaire). Soitx € X.
e ) N Pourtouty € X, il existe u, € H telle que u,(z) = f(z) etuy(y) = f(y).
1. On commence par montrer qu’il existe une suite (P, )nen € R[X]™ telle que Posons alors O, = {2’ € X |uy(z') > f(2') — e}. Clest un ouvert' contenant x et y.
P |l sur [~1, 1] Ecrivons donc X = U, x O,. Par compacité de X, il existe y1, . . ., y, tels que
n n—-+o0o ’ ’ r
X = U Oyl
En effet, définissons (P, )nen par Py = Oetpourn € N, P,1 = P, + (X2 — P2). im1
Montrons par récurrence que pour tout entiern,0 < P, < P41 < |.|sur[—1,1]. o
e Pourn = 0,0na P, = X2/2donc0 = Py < P < |.|. Posons alors v, = maxi<i<, Uy,. Onav, € H parle point 2). De plus v, (z) = f(x) et

pourtoutz’ € X,onav,(z') > f(a’) —e.

e Supposons le résultat vrai au rangn.Ona P41 < |.|,donc P12 — P41 > Oeton Posons Q, = {&’ € X |v,(2') < f(z') +}. Q, est un ouvert contenant z, donc X =

écritpourz € [—1,1]: Uzex .. De méme, il existe z1, . . ., z,, tels que
1 m
2] = Prsa(z) = (Jo = Posa () (1 = 5] + P 2))) > [ x=)o,
j=1

Ainsi (P,)nc v est croissante et majorée donc converge et sa limite & vérifie, pour z € o
[-1,1],0 < h(z) < |z| et h(z) = h(z) + 3(2® — h(x)?), donc h(z) = |z|. En posant finalement v = mini<j<nv,; € H, on a par ce qui précéde que
Ainsi (P,,),c n converge vers |.| sur [—1, 1]. De plus, cette convergence est uniforme par le lv(z) — f(z)| < epourtoutz € X.
théoréme de Dinl. Ainsionatrouvé v € H telque|jv — f]| <e.

Le raisonnement étant valable pour tout ¢, on en déduit que f € H.

2. Montrons quesi f,g € H, alors min(f, g) et max(f, g) sont dans H. o
Donc H = C(X,R) et H est dense.

Pourh € H,ona|h| € H.Eneffet,sih # O,onaquePn(ﬁ) =370 ak(ﬁ)k eH

car H est une sous-algebre unitaire. Par convergence uniforme de (P, ),cn vers |.|, on en
déduit que |h| /||h||, € H puis |h| € H.

Revenonsa f, g € H,Alorsmax(f,g) = 132 + |f§g‘ € H,min(f,g) = 32 - |fgg‘ € H.

COMMENTAIRES

On utilise le théoreme de DiNI qu’il faut donc savoir démontrer.

On trouvera dans le [HLO9] une extension dans le cas complexe.

1. par continuité de uy et f
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