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��. Théorème de Sophie G������ [FGN��a, §�.��, p���]
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T�������. [�������� �� S����� G������]
Soit p un nombre premier impair tel que q = 2p + 1 est premier. Alors il n’existe pas de triplet
(x, y, z) œ Z

3 tel que p - xyz et xp
+ yp

+ zp
= 0.

�������������
Supposons qu’il existe un triplet (x, y, z) solution.

�. Quitte à diviser par d = PGCD(x, y, z), on peut supposerPGCD(x, y, z) = 1.
Si alors PGCD(x, y) > 1, soit p0 un diviseur premier. Alors zp

= ≠(xp
+ yp

) est divisible
par p0, donc p0 | z, etPGCD(x, y, z) Ø p0, ce qui est contradictoire.
AinsiPGCD(x, y) = PGCD(x, z) = PGCD(y, z) = 1.

�. On montre le lemme suivant : soitm œ Z tel que q - m, alorsmp © ±1 mod q.
En e�et, on sait par le petit théorème de F����� que

(mp
)
2

= m2p
= mq≠1 © 1 mod q

et doncmp © ±1 mod q.

�. Ainsi, si q ne divise ni x ni y ni z, alors xp, yp, zp | ±1 mod q et donc

0 = xp
+ yp

+ zp © ±1, ±3 mod q

ce qui est absurde puisque q est impair et supérieur à 5.
Supposons par exemple que q | x. CommePGCD(x, y) = PGCD(x, z) = 1, on a q - yz.

�. Par ailleurs, écrivons

(≠x)
p

= yp
+ zp

= yp ≠ (≠z)
p

= (y + z)
qp≠1

k=0(≠z)
p≠1≠kyk

= (y + z)r

Supposons PGCD(y + z, r) > 1 et soit p0 un diviseur de ce PGCD. Alors p2
0 | xp donc

p0 | x, puis comme y © ≠z mod p0 :

0 © r © pyp≠1
mod p0

Donc p0 | pyp≠1. Ainsi :
• soit p0 | pmais alors p0 = p, ce qui n’est pas possible puisque puisque p - x,
• soit p0 | y, ce qui est absurde puisqu’alors 1 = PGCD(x, y) Ø p0.

AinsiPGCD(y +z, r) = 1. On en déduit � que y +z = ap et r = –p pour deux entiers a, –.
Le même raisonnement donne que x + z = bp et x + y = cp pour deux entiers b, c.

�. On remarque que Y
]

[

bp
+ cp ≠ ap

= 2x © 0 mod q
cp © y © ±1 mod q
bp © z © ±1 mod q

Si q - a, alors ap © ±1 mod q par le deuxième point donc bp
+ cp ≠ap © ±1, ±3 mod q,

ce qui est à nouveau contradictoire.
Donc q | a, et alors y © ≠z mod q. Comme par ailleurs y © ±1 mod q, il vient

–p
= r © pyp≠1 © p mod q

Or –p © 0, ±1 mod q par le deuxième point, ce qui est absurde.

Ainsi il n’existe pas de triplet satisfaisant.

�. si le produit de deux entiers premiers entre eux est une puissance k-ième, alors ces deux entiers sont des puis-
sances k-ième, ce que l’on vérifie en regardant les décompositions de ces entiers en produit de nombres premiers
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